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AVERTISSEMENT. 



£n publiant cet Ouvrage, notre but a été d'offrir 
aux Élèves un recueil de problèmes très-*variéft se 
rapportant aux différentes branches des Matfaéma-* 
tiques élémentaires, et sur lesquels ils puissent 
s'exercer utilement pour une sérieuse préparation 
au Baccalauréat es Sciences. 

Nous avons cru devoir donner les solutions de ces 
problèmes avec assez de développements pour que 
les Élèves puissent les étudier eux-mêmes, et les 
exposer ensuite au tableau, dans les classes, en pré<- 
sence du Professeur, et aussi pour qu'ils apprennent 
par là à résoudre facilement les autres problèmes du 
même genre qui doivent leur être proposés fréquem- 
ment, en vue de leur préparation. 

Dans les solutions des problèmes numériques, nous 
avons mis les unités de mesure en évidence, en les 
introduisant dans les équations, afin d'habituer les 
Élèves à marcher d'une manière plus sûre dans les 
calculs que nécessitent ces solutions; car nous avons 
remarqué bien souvent que, faute de prendre cette 
précaution, ils commettaient des erreurs assez no- 
tables. 

Comme, dans les solutions des problèmes concer- 
nant les Mathématiques élémentaires, il y a certains 
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nombres ou expressions numériques qui se rencon- 
trent fréquemment, nous avons jugé à propos» en vue 
de faciliter les calculs» de donner» dans l'introduc- 
tion» près de deux cents nombres usuels calculés 
avec beaucoup de décimales. 

Dans cet Ouvrage» indépendamment des solutions 
développées des trois cents problèmes spécifiés par 
son titre» nous traitons aussi un certain nombre d'au- 
tres questions relatives aux Mathématiques exigées 
pour le Baccalauréat es Sciences» et dont la plupart 
concernent la théorie des maxima et des minima. . 

Observation importante. 

Lorsque dans un problème il était proposé de cal- 
culer une quantité inconnue» à un dixième» ou à un 
centième» ou à un millième près» etc. » nous avons tou- 
jours établi la solution comme si cette quantité devait 
être calculée avec une erreur relative moindre qu'un 
dixième» ou un centième» ou un millième» etc. 
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INTRODUCTION. 



§ I. — Sur remploi des nombres décimaux dans 

les calculs numériques. 

La théorie algébrique des logarithmes a conduit les 
géomètres à exprimer les nombres décimaux négatifs 
SOUS une forme différente de celle sous laquelle on avait 
été conduit naturellement à les considérer. Ainsi, par 
exemple, s'il s'agit du nombre décimal négatif 
(i) — 7,0526893, 

comme on a 

— 7,0526893=— 84- (8— 7,0526893)=— 8+0,9473107, 
on est convenu de pouvoir exprimer ce nombre décimal 
sous la forme 

(2) 8,9473107, 

laquelle signifie 

— 84-0,9473107. 

Relativement aux deux formes que Ton peut ainsi attri- 
buer à un même nombre décimal négatif, on a la règle 
suivante : * 

Un nombre décimal négatif étant exprimé sous l'une 
ou l'autre des deux formes (i) et (2), pour le réduire à 
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l'autre forme il suffit de remplacer le dernier chiffre 
décimal significatif par ce qui lui manque pour faire lo, 
chacun des autres par ce qui lui manque pour faire g, 
et d'ajouter à sa partie entière une unité négative ou une 
unité positive, selon que le nombre décimal en question 
est donné sous la forme (i) ou sons la forme (â). 

Dans le courant de cet ouvrage, nous supposerons ordi- 
nairement que les nombres décimaux sont exprimés sous 
la forme (s), c'est-à-dire sous la forme à partie décimale 
positive, et nous éviterons ainsi, à l'exemple de plusieurs 
auteurs, l'emploi des compléments des nombres. 

§ II. — Nombres usuels, 

i == 0,5, log(*) - ="7,698 9700, 

3 3 

-=1,5, log- = 0,176 0913, 

2 2 

i=rO,25, log 7 = 7,397 9400, 

3 3 - 

j = o,75, log 2= 1,8750613, 

g = 0,125, logg=: 1,0969100, 

— = o , 08333 33333 33333, 
12 

log — ==2,9208188, 

s/Z = 1 ,41421 35623 73095, 

V'S = 1,732050807568877, 
V'S == 2 ,236o6 79774 99790, 
v/6 = 2 ,44948 97427 83 1 78, 
v/8 = 2,82842 71247 ^6içp, 

\/lO=L 3,16227 76601 68379, 



(*) Le signe /«{fB^ désigne ici un logarithme vulgaire. 
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V^i2 = 3,46410 i6i5i 37755, 

s/l5 = 3,87298 33462 07417, 

y/3o = 5,47722 55750 5 1661, 

log v^2 =o,i5o5i5o, log v^ = o , 238 56o6, 

log v^ = o , 349 485o, log v^ == o , 389 0756, 

log v^ = o,45i 5450, log v^io = o,5oo 0000, 

log ^11 = 0,5395906, log y i5 = 0,5880456, 

log \/3o = o , 738 56o6, 

yj2-\-s/^= 1,84775907, V2 — \/2, =0,76536686, 

- \/2-hV^2 =: 0,92387953, - V2 — V^i =0,38268343, 



s/n-h sf^ == i,93i85i65, ^2, — v^3 =0,51763809, 

~ \/2 -+- \/3 = 0,9659 2583, - V2 — V3 = 0,2588 1905, 
2 2 

- (^5 -H 1) =: 1 ,6180 3399, - (v^ — i) =:o,6i8o 3399, 

i (v/5 H- 1) = 0,8090 1699, y {s/s — i) = 0,3090 1699, 

V5 H-V^ = 2>6899 94o5, ^5 — v^5 = 1,6625 0775, 

i )j5-^s/5 = 1 ,3449 9702, i s/S—y/S = 0,83 12 5388, 
2 2 

^ V5 -f- v^5 = 0,67249851, ^ )JS — )/5 =o,4i56 2694, 

V 10 -h 2 ^5 =3,8042 2600, VïO— 2 \/5 ;=2,35ll 4ioi, 

~Vio4-2V^ = i>902i i3o3, -Vïo — 2 ^^5=1,1755 7o5o, 
j\lio-\-i V5 =0,9510 5652, j V 10 — 2 v/5=: 0,5877 8525, 

y^2= 1,26992, y^3 =: I ,44^ 25, v/6 =: I ,8l 7 12, 
log V^2 = 0,100 3433, Iogv/3 = 0,1590404, 

log ^6 = 0,259 3838, 

7r(*)=: 3,14159265358979324, 

^^ ^ — ^ — — ^ — I - ii_ _! , 

(*) La lettre tt désigne ici le rapport de la circonférence au diamètre. 

I . 
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2 TT = 6 , 283 1 8 53o7 1 79586, 

3ir z= 9,4^477 79607 69880, 
4^=12,566370614359173, 
5^ = 15,707963267948966, 

67r = 18,84955 59215 38759, 
77r = 21 ,991 14 85751 28553, 
87r = 25 , 1 3274 1 2287 1 8346, 

97r = 28 , 27433 38823 08 1 39, 

logTr = 0,497 1 4 98726 941 34, 
log2ir= 0,798 1799, log37r = 0,974^711, 
log4w= 1,0992099, log57rr=: 1,196 H99, 
log6ic= 1,2753011, log77r= 1,3422479, 

log87r = 1 ,400 2899, ^oggw = 1 ,45i 3924» 

- TT == I ,57079 63267 94897, 
i Tt = I ,04719 7551 I 96598, 

1 n = 0,7858981633 97448, 
4 

i 7r = 0,62831 853o7 17959, 
5 

1 TT = 0,52359 87755 98299, 
D 

1 TT = O , 44879 89505 1 2828, 

7 

g tr = 0,39269 9081698724, 

— TT = o , 34906 585o3 98866, 

y 

I TT = 4 , 1 8879 02047 86391 , 

3 
log-7r= 0,196 1199, log^7r = 0,020 0286, 

log i,r = T ,895 0899, log iw = 1 , 798 1 799, 

log iff =7,7189986, log -ir = 1 ,652 b5i8. 
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log g« = ^9 594 0599» '<>g -'f = I ,542 9074, 

log ^9r = O y 622 0886, 
1=0,318309886183791, 

AT 

- = o,6366i 9772367681, 

3 

- = 0,9549296585 51372, 

î =: i ,27323 95447 35i63, 

5 

- = 1 ,5915494309 18953, 

/; 

-= 1,909859317102744, 

2 2= 2,228169203286535, 

-=: 2 ,54647 90894 70825, 

2 = 2,864788975654116, 

AT 
I — 2 *~ 

]og-= i,5o2 85oi, Iog-= 1 ,8o388oi, 

3 — A 

log-= 1,9799714, log 5 = 0,1049101, 

TT TT 

5 6 

log- = 0,201 8201, log- = 0,281 0614, 

1t TT 



8 

TT - - w - _ ^ 



•7 8 

log^ =0,347 9482, log- = 0,4059401, 



log S =: O , 457 0926, 

TT 



^ = o ,00872 66462 59972, 
36o 



n 



== 114^5915590261 64642, 
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^<^g3g^= 3,9408474, log—^=^ 2,0591526, 

TT* = 9 , 86960 44o I o 89359, 

TT^ = 3 I , 00627 66802 93493, 

— =o,ioi32 ii836, ^ =r o,o3225 15344, 
log TT» = o , 994 2997 , log TT» = I 49 1 4496, 
Hj^ = 1 ,0057003, log-^3 =2,5o855o4, 



sjit =z 1 ,77245 385o9 o55i6o3, 
2 v/tt = 3,54490 77018 I io32, 
3v/i^ = 5,3ï736i5527 16548, 
l^^it = 'j ,08981 54o36 22064, 
5 v/^ = 8,86226 92545 27580, 

&SI'ÎC=: 10,634723105433096, 
7^/77= 12,407176956338612, 
8v/7r = 14,179630807244128, 

9v/ir = 15,95208 4658 1 49644» 
log sfi = o ,24857 49363 47067, 
log2v^= 0,5496049, log 3 yÇ =0,7256962, 
log4v/'7r = o,85o 6349, logSy/^ = 0,947 5449, 
log6v^= 1,0267262, log 7 v/tt = 1 ,0936780, 
Iog8Vff = ijiSï 6649, log9V^= 1,2028174, 

y^7r= I ,464^9 1881491298, 
log V^TT = O, 16571 6624231878, 

y g = o>8o5995977o, V -= 1,2407009818, 

y 3^= 1,6119919540, y 7^ = 0,6203504909, 

log y g = î^ , 90^ 3329, log y - = o , 093 667 1 ^ 
log y/^7r=: 0,207 3629, log y 2^ = 7,792 6371. 
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GirconféreDce du cercle = 36o° = 2. 1600' = i 296 000", 
j circonférence du corcle = 180° = 1 0800' = 648 000", 
Quadrant du cercle = 90" = 54oo' = 3^4 000*', 

log 36o = 2,556 3o25, log 21600 =r 4)334 4538, 

log I 296000 = 6,112 6o5o, log 180= 2,2552725, 

16g 10800 z=z^^o33 4238, log 648 000 = 5 ,81 1 5750, 

log 90 = 1 ,954 2425, log 5400 = 3, 782 3938, 

log 324 000 ==5,5io545o. 
Le rayon d^un cercle étant représenté par Tunité, on a 

longueur de Tare de 1 *» = o , o 1 745 32925, 
longueur de Tare de i' = 0,00029 08882, 
longueur de Tare de 1 '' = o , 00000 4848 1 . 

Dans un cercle quelconque,, on a 

arc de longueur égale au rayon = 57^,29577 951 3 1 
=i 3437^74677 07849 = 206 264'', 80624 70964 
= 570 17/ 44", 80624 70964. 

Si Ton désigne par g l'intensité de la pesanteur, c'est- 
à-dire la vitesse acquise, au bout d'une seconde, par un 
corps qui tombe dans le vide, on a, pour la latitude de 
Paris, 

^ = 9», 8088, 

et par suite 

-j-p- = 0,101 949, y/^ = 3, i3i 900, 

1/2.^=4,429176, — ^=i,oo3o94, 

^ \/f. 

= 0,225775, 



\/»-f. 



8 _ 



W^ = o»99'6*59. 
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§ III. — Sur quelques notations . 

Dans cet ouvrage nous emploierons les notations sui- 
vantes : 

» ' ' 

un myriamètre, 
un kilomètre^ 
un hectomètre, 
un décamètre, 
un. mètre, 
un décimètre, 
un centimètre, 
un millimèire, 
un myriamètre carré, 
un kilomètre carré, 
un hectomètre carré, 
un décamètre carré, 
un mètre carré, 
un décimètre carré, 
un centintiètre carré» 
un millimètre carré, 
un hectare, 
un are, 
un centiare, 
un mètre cube, 
un décimètre cube, 
un centimètre cube, 
un millimètre cube, 
un hectolitre, 
un décalitre, 
un litre, 
un décilitre, 
un centilitre, . 
un kilogramme, 
un hectogramme, 
un décagramme, 
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I» pour signifier un gramme, 

**** » UB décigramme, 

i** » un centigramme, 

ï"'*' » un milligramme, 

i' ^ un fraiic, 

ï***^ » un angle droit, 

,h,/,// (une heure, une minute, 

III » i . 

{ une seconde, 
I** » un degré, 

€ AB *> corde de Tare AB. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

PROBLÈMES RELATIFS A L'ARITHMÉTIQUE 

ET A L'ALGÈBRE. 



I. 

Deux arcs A et B d'une même circonférence sont don- 
nés, savoir : 

A = 85»3i'22", 
B = 3o°i7'24^7, 

On demande de calculer à o , oo i près le rapport de A à B. 

(Faculté des Sciences de Paris, \ 
Solution. — On a 

A = 307 88a", 
B = 109044", 7, 
et par conséquent 

A 3o7 8820 ^ ^ 
- = — =2,823. 
B 1090447 

n. 

Trouver la fraction génératrice du nombre décimal pé- 
riodique simple 

0,472 47^ 472- ••» 

en y considérant les valeurs relatives des périodes succes- 
sives comme les termes d*^une progression géométrique dé- 
croissante. 

(Foc, des Se, de Poitiers.) 

« 

Solution. — Si l'on désigne, d'une manière générale, 
par^l„ la valeur relative de la n*^""' période, on a 

^>* = — i;' 
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et par conséquent 

, , , Ait, Lni ^ni 

o ,472 472 472 • • • = -^ -H -^ -+- -^ -^ • • • 
^' ^' ^' 10* 10* lO* 

47^\ 

10^ 1 47^ 47^ 

"^ ,_ JL~" ïo'— I "" 999 

La fraction -^ est la fraction génératrice demandée. 
999 

m. 

Déterminer la valeur du produit des termes d'une pro- 
gression par quotient, connaissant le premier et le der- 
nier de ces termes, et leur nombre. 

{^Fac. des Se. de Poitiers.) 

Solution, — Désignons par 

les termes successifs- de la progression, que nous suppo- 
sons être au nombre de n. 

Ecrivons cetle progression dans l'ordre inverse, c'est- 
à-*dire sous la forme 

Si Ton multiplie un terme de la progression (i) par le 
terme de même rang dans la progression (2), on a le 
produit de deu^ termes de la progression (i), situés à 
égales distances des termes extrêmes de cette progression, 
et par conséquent ce produit est égal à ai.a„. 

11 suit de là que le produit de tous les termes des pro- 
gressions (i) et (2), c'est-à-dire 

est égal à 

et, par conséquent, on a 
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IV. 

On propose de réduire à une seule fraction l'expres- 
sion suivante : , 

iS-hi/To 3o — ^vô 

i5 — \\o i5 4-vio 
et ensuite de calculer x à o,oi près. 

{Foc. des Se, de Paris.) 
Solution, — On a 

__ (i5 + v^)' . (3o-v^)(i5-v^ ) 

(i5 — s/io) (i5 H- v^) (i5 H- \/7ô) (i5 — /ïô) 
_ (i5 H- \/Tôy 4- (3o — v^) (i5 — V^) 

^_^ — ■ ■ - — -- . a il 

(i5 — v^ioj (i5 4-/70) 

_ i39-3s/T6 

— ^3 -cJ,oi. 

V. 

La longueur d'un d^ré pris sur un certain cercle 
est de 87a°',2i. Quelle sera la longueur d'un arc de 

(Foc. des Se. de Paris.) 

Solution. — L'égalité 

longueur de i** = 872", 21 

entraine successivement les suivantes : 

1 j / 872", 21 
longueur de i= -^-^ 9 

„ 872», 21 
longueur de i"= -7: — -. — , 
^ 00. DO 

longueur de 37" = 872"*, 21 .37 = 32 271 ",77, 

8'72*° 21 

longueur de 26' = ^ ' — • 25 = 363"*, 421, 

longueur de 3o"=:i -2 — ^ — -30 = 7", 268, 

00 . DO 

et par conséquent 

longueur de 37° 25' 3o" = 32 27 1", 77 + 36v3"', ^11 -H 7",268 

= 32 64 2", 459. 
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VI. 

On sait que sur un certain cercle la longueur d^un arc 

de 97° ai' 47''» ^ vaut aS mètres. Quelle sera la longueur 

du mètre en degrés? 

( Fac, des Se. de Paris.) 

Solution» — La longueur du mètre en dçgrés sera la 

a3* partie de 

97»2i'4/,2. 

Pour prendre cette ^3* partie, voici comment on pro- 
cède : 

Le 23® de 97** est de 4** pour 92", et iL re$te 5** qui va- 
lent 3ôo'; le 23* de 3oo' 4-21', c'est-rà-dire de 32 1', est 
de i3' pour 299', et il reste 22' qui valent i32o''; enfin le 23*^ 
de i32o" + 47^2> c'est-à-dire de 1367", 2, est environ 
de 59^4. 

La longueur du mètre en degrés est donc 

4oi3'59'',4. 

5o ouvriers travaillant S \ heures par jour, pendant 
18 jours, ont élevé un mur dont les dimensions sont les 
suivantes : hauteur 3 mètres, longueur 21 5 mètres, épais- 
seur 0°^, 5o. On demande combien il faudrait de jours à 
33 ouvriers, travaillant 10 heures par jour, pour élever 
un mur qui ait 4 mètres de hauteur, 210 mètres de lon- 
gueur et o™, i5 d'épaisseur. 

[Fac. des Se, de Paris.) 

Solution. — En employant la méthode de réduction à 
l'unité, on dira : 

Puisque 5o ouvriers travaillant 5^ | par jour pendant 18 jours 
ont élevé un mur ayant 3*^ de hauteur, 215°* de longueur, 
et o", 5o d'épaisseur, 

I ouvrier travaillant 5^| P^"* j^wr mettra r8.5o jours pour 
élever le même mur ; 
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33 ouvriers travaillant 5*» ~ par jour mettront ■ jours 

pour élever le même mur ; 

i8.5o.5 5 . 
33 ouvriers travaillant i** par jour mettront — '—^ — 2__ jours 

pour élever le même mur; 

i8.5o.5,5 . 
33 ouvriers travaillant 10*» par jour mettront — ^^ — ^ jours 

66. 10 

pour élever le même mur; 

00 . «11 1. • i8.5o.5,5. 
33 ouvriers travaillant ïo** par jour mettront— ^^ 5- jours 

pour élever un mur ayant i" de hauteur, 2i5™ de longueur, «t 

o™,5o d'épaisseur; 

00 . Ml 1, • 18.50.5,5.4 . 
33 ouvr. travaillant 10** par jour mettront —^ ~ jours 

00 • I o • o 

pour élever un mur ayant 4" ^e hauteur^ 21 5" de longueur, 
et o"",5o d'épaisseur; 

^^ .„ , . i8.5o.5,5.4 . 
33 ouvr. travaillant 10" par jour mettront -^ ^ — -jours 

O <3 • I O • 0. 2 1 

pour élever un mur ayant 4*^ ^^ hauteur, i™ de longueur» 

et o",5o d'épaisseur; 

33 ouvriers travaillant 10^ par jour mettront 

18. 5o. 5, 5 .4 «210 . 

33.io.3.2i5 ^ 

pour élever lin mur ayant 4" de hauteur, 210"* de longueur, 

et o"*,5o d'épaisseur; 

33 ouvriers travaillant 10^ par jour mettront 

18. 5o. 5, 5. 4*210 . 

33. io.3.2i5.o,5o 

pour élever un mur ayant 4™ de hauteur, 210'*' dé longueur, 

et i" d'épaisseur; 

Ënfiuy 33 ouvriers travaillant 10^ par jour mettront 

18.50.5,5.4. 210.0, i5 (*) , ^. ou . x- 

— — ^— -i — '- — i-^ (= 5J 8^ environ) jours 

33.10.3.215.0,50 ^ ' 

pour élever un mur ayant 4*" de hauteur, 210*° de longueur, 
et o™ , i5 d'épaisseur. 



{*) Pour transformer cette fraction, première expression dela^ution, 
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Vin. 

La France compte 36 millions d'habitants* Quelle est 
la fraction du nombre de garçons de 20 à a i ans appelés 
sous les armes, dans une conscription de 80000 hommes? 
ou combien sur 100? 

La moyenne des individus de 20 à ai ans est 5^2 , 5 sur 
un total de 32 58 1, et sur 33 individus on compte 17 gar- 
çons. 

(Fac. des Se. de Poitiers.) 

Solution, — De ce que la moyenne des individus de 20 
i 21 ans est 522,5 sur un total de 32 58i) il suit que sur 
toute la population de la France, le nombre total des in- 
dividus de cette même catégorie est égal à 

522,5.36000000 
3i58l "" 
De plus, comme sur 33 individus on compte 17 garçons, 
sur un nombre d^ndividus égal à 

522,5.36000000 

3258i 
on doit en compter 

522,5.36000000.17 

32581.33 

Enfin, comme sur ce dernier nombre de garçons on en 

appelle 80000 sous les armes, il en résulte que sur 100 

on en appelle 

80000. 100 

(522,5.36000000. 17 \ 
32 581.33 ) 

c'est-à-dire 26989. 

IX. 

On propose de calculer au idaoyen des logarithmes l'in- 



en sa taleur 5 jours 8 heures, il faut avoir soin, ayant tout autre calcul, 
d'en opérer la simpliGcation, en supprimant les facteurs communs à son 
numérateur et à son dénominateur. 
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connue x donnée par la formule suivante : 

^_ 31,071 X 21,372X7,259 . 
o,5i5 X 0,7 19X0,021 

( Foc. des Se. de Paris,) 
Solution, "^ On a 

log3i,o7i = 1,4923552 
log 2 1 , 372 ,= 1 , 3 298452 

loga:= < ■ '^^ 7?2^9==o»86o8768 
] — log 0,515 = 0,2881928 
— log 0,719 = 0,1432711 
l —log 0,021 = 1,6777807 

log j;= 5,7923218 
j:=: 619900,2. 

X 

Effectuer la division 

32 a:» -h 243 

I • 

2X-f- 3 

(Fac. des Se. de Paris.) 
Solution. — A etB étant deux nombres quelconques, 
on sait, d'après la division algébrique, que le binôme 
A' -h B* est divisible par A 4- B, et que le quotient de 
celte division est 

A*— A».B-t-A'.B*— A.B»-hB^ 
D'après cela, si l'on observe que dans la division pro- 
posée on a 

32j:* = (2a:)S 243 = 3*, 
il vient 



32Jr^H-243 ^ ^^^y _ (2a:)«.3 ^-"{2ar)^3^ - (20:). 3^ + 3* 
= \&.T^ — H^a^ 4- 36.r^ — 54 J? 4-81. 

XI. 

II 2 

Quelqu'un donne à trois personnes ^ 5 - et — de sa for- 
tune 5 il lui reste encore 26 aoo francs. Quelle était sa 

fortune totale? 

[Fac. de^s Se, de Poitiers.) 
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Solution. — Si l'on désigne par a:" cette fortune expri- 
mée au moyen du franc comme uiiité, on a Féquation 



\4 7 "/ 

de laquelle on tire 

X = 6I6oo^ 

On pourrait établir la solution de ce problème sous une 
forme purement arithmétique, comme îl suit : 

On a 

I I 2 177 

I |« = ' ' ^ 

4 7 II 3o8 

177 i3i 

^"^3^ ""3^' 

et par conséquent les -^-rr de la fortune font 26 200 francs. 
Cette conclusion entraine évidemment les suivantes : 

i , , - 26200' - 

TT-ô de la fortune = *— ;r — = 200\ 
3oo . i3i 

I 

et 3o8 fois -T-^ de la fortune ou la fortune entière 
600 

= 200' . 3o8 = 61 600 francs. 

xn. 

Déterminer le nombre x pour lequel les deux tempe-: 
ratures 

X degrés centigrades» 
X degrés Fahrenheit, 

sont égales. 

[Fac. des Se. de Nancy,) 

Solution» — D'après ce qui est enseigné en Physique, 
on sait que la température de x degrés centigrades est la 

même que la température de (^a:-f-32| degrés Fahren- 
heit, et par conséquent, pour déterminer le nombre x de 
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la question proposée, on a l'équation 
4'où Ton tire 

xra. 

« Sans changer la somme des deux nombres 871 et 434, 
Ijçs altérer chacun de façon que leur rapport soit celui de 

3 à 4* 

(Fac, des Se. de Poitiers.) 

Solution. — Première méthode. — Désignolis respec- 
tivement par a et ft les deux nombres 371 et 434 altérés 
conformément à l'énoncé du problème. 

Comme il doit y avoir égalité entre les deux rapports 

T et "75 les deux nombres a elb (entiers ou fractionnaires) 

doivent être égaux respectivement aux produits des deux 
nombres 3 et 4 par un même nombre entier ou fraction- 
naire A, et par conséquent leur somme 8o5 (c'est-à-»dire 
371 4- 434) doï' aussi être égale au nombre 7 (somme de 
3 et 4) multiplié par ce même nombre h. 

Or, 

8o5 = 7. ïi5, 
donc 

û = 3. ii5 = 345, 
et 

J = 4.115=460. 

Deuxième méthode, — Désignons par x le nombre 
positif ou négatif qu'il fatit ajouter à 371 pour lui faire 
subir l'altération exigée par l'énoncé du problème. 

Comme la somme des deux nombres ne doit pas chan- 
ger, le nombre 434 doit être altéré, de telle sorte qu'il 
devienne égal à 434 — 3C, 

D'après cela, l'équation du problème est 

37 1 -H ^ 3 

434 — X 4 



ABITHMÉTIQVE ET ALGÈBRE. I9 

d'où l'on lire 

X = — 26. 

Scolie. — On aurait pu observer, dès le commencement, 
que Ton avait 

• 434^4' 

et que, par conséquent, Ténoncé du problème supposait 
une diminution opérée sur 371. 

xrv. 

Deux stations A et B sont distantes de 225 kilomètres. 
En A, les 100 kilogrammes de charbon coûtent 3^,75 ; en 
B, 4^7 ^5. Quel est le, point de la ligne AB où le charbon 
revient au même prix, qu'on le tire de A ou de B? 

Les 100 kilogrammes de charbon se payent 8 centimes 

par kilomètre. 

{ Fac. des Se. de Poitiers.) 

Solution, — Désignons par C le point cherché, et para: 
la distance AG. 

100 kilogrammes de charbon pris à la station A et trans- 
portés au point C, coûteront 

3', 75 -h o', 08 •^> 

et cette même quantité de charbon, prise à la station B et 
transportée à ce même point C, coûtera 

4^ , 25 -f- oS 08 f 225 — ^ j . 

D'après cela, l'équation du problème esl^ 

3,754-0,08.^^ = 4,25+0,08 ^225— -jIj^U 

et l'on en tire 

X l85o e £! e 

YI5, = -^=ii5,b25, 

ou, ce qui revient au même, 

4?= ii5''"»,625. 

2. 
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XV. 

De 6 ans à 64 9 la vie probable est donnée (approxima- 
tivement) par l'équation 

(i) ^ = 59"»— |;r,- 

X représentant l'âge, et y la vie probable. A quel âge est- 
on arrivé à la moitié de la vie probable? 

(Fac, des Se, de Poitiers.) 

Solution. — La "vie probable y d'une personne dont 
l'âge est désigné par x, est le temps que probablement 
elle vivra encore, et sa détermination est fondée sur ce 
qu'il doit y avoir également à parier pour ou contre que 
cette personne atteindra l'âge x 4- j^. 

Cette définition de la vie probable étant donnée, pour 
résoudre le problème, il suffit, dans Téqùation (i), de 
poser y = 20:, de sorte que l'on a 

3 

4 

d'où 

5 

07= 21"» > 

II 

et par conséquent c'est à l'âge de 21 ans — (environ 

21 ans - ) qu'on est arrivé à la moitié de la vie probable, 

c'est-à-dire qu'à cet âge il est probable que l'on vivra 
encore environ 43 atns. 

Note. — Pour qu'un nombre y rapporté à l'année 
comme unité de temps soit la vie probable d'une per- 
sonne dont l'âge est désigné par :r, il f^ut que dans la con- 
trée habitée par cette personne, le nombre des habitants 
ayant x -h j" pour âge, soit moitié du nombre de ceux 
dont l'âge est x. 

Car, du moment que parmi les habitants qui ont a: pour 
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âge, îl n'y en a que la moitié qui arrive à l'âge x +y^ il 
y a également à parier pour ou contre que chacun de ces 
habitants atteindra ce dernier âge. 

XVI. 

Le premier terme d"une progression arithmétique est - 

et sa raison est ^ : combien de termes faut-il prendre pour 

que leur somme soit égale à 48 ? 

(Fac. des Se. de Toulouse,) 

Solution, — Soit x le nombre des termes qu'il faut 
prendre. 

Le terme de rang x dans la progression est égal à 

et par suite, on a 



<S^=3[j+i + 5<— )] 



c'est-à-dire 



^ a X 



d'où l'on déduit 

X = 286. 

xvn. 

Partager 88*^^7' en 3 parties proportionnelles aux 
nombres 3, 29 5,6 et 8,5. 

(Foc, des Se, de Paris,) 
Solution. — Désignons par x, y^ z les trois parties 
demandées. 
On a 

X y z ' X-+- j^ 4-z 



3,2 5,6 8,5 3,24-5,6-h8,5 
_ 88^27^33^^ _ 3 18420^^ ^ 
"^ 17)3 "^ 17,3 
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d'où l'on tire 

^^ 3i84iM>'5,6_ ,q3^„^« 3^ ^28«37'52-,37, 

Partager la distance 817^,25 en trois parties propor- 
tionnelles à trois arcs donnés, dont le premier est de i a^85^ 
le deuïiëme de i5^ 20', et le troisième de 19^ 1 1'. 

(Foc. des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par x, jr^ z les trois parties de- 
mandées. 

L^énôncé du problème explique que Ton doit avoir 

/I2«85'\ "" /l5«20'\ ~ /lQ«20'\' 

K—r-) (-7-) \fir-) 

et comme on a 

i2«»85* = 8o5', i5° 20' = 920', 19» 1 1' = I i5i', 
ces équations reviennent aux suivantes : 

\T^/ lï^j \T^/ 

8o5 920 ii5t 

D'après une propriété des proportions, chacun de ces 
trois derniers rapports est égal au suivant 

z 



,m 



c'est- à-dire à 



8o5 -+■ 920 -h 1 15 1 

817,25 
2876 ' 
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et par conséquent on a 

X 817,25.805 o f 

y _ 817, 25. 920 

i-- 2876 — =»t"'429. 

« 8i7,25.ii5i _ 
?== 2876. =327.07., 

c'est-à-dire 

a: = 228",75o, J^=r 26l"',429, Zr=z'^^')^ ,0^\, 



Deux frères ont 20 actions dans une certaine entreprise. 

L'un possède 1 1 de ces actions partagées entre 16 per*- 

sonnes, l'autre en a 9 pour i3 coassociés. Deux actions se 

vendent au même prix. Quelle est la plus avantageuse 

part «n acheter? 

\^Fac. des Se. de Poitiers») 

Solution. — Désignons par x la part de chacune des 
16 premières personnes, par y celle de chacune des 
i3 autres coassociés, et par V la valeur d'une action. 

On a 

16 

•^ i3 

ou, ce qui revient au même, 

x=\ • — ^ — ^ ±= Y • — ^ — 5 j 
10. i3 10. i3 

^ 16. i3 16. i3' 

et par conséquent 

La part la plus avantageuse à acheter est donc celle de 
chacune des i3 personnes entre lesquelles les 9 actions 
ont été partagées. 



-Il 
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Scolie, \ — On a 

^ i6,i3 208 

XX. 

On demande pendant combien de temps un capital 

de 3245 francs doit être placé à 5 j pour 100 par an pour 

produire io8*,5o d'intérêt. 

[Fac. des Se. de Paris,) 

Solution, — Désignons par x le temps demandé. 
L'intérêt du capital 3^45 francs, placé pendant ce 
temps X, est égal à 

3245^- ^i-1, 

100 

et par conséquent l'équation du problème est 

5,5o.(f„) 

3^/5. ^^ — ^=io8,5o. 

100 

Cette équation donne 

XXI. 

Des obligations au porteur, de 1000 francs chacune, 
rapportent 5o francs par an. On prend ces obligations 
à 1045 francs. A quel taux l'argent est-il placé? 

Résoudre par logarithmes. 

(Fac. des Se. de Poitiers.) 

ff 

Solution. — Désignons par x le taux demandé. 

Dans Tintervalle d'une année, la somme io45 francs 

5o' 
devant rapporter 5o francs, i franc rapportera — ^ï et 

- 5o'.ioo- , 
par conséquent loO irancs rapporteront Tk~^ cest- 
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à-dire qu'on a 

5ooo' I ooo' 

1045 209 
X l log 1000 = 3 

]og — j = ? — 

1^ ( — log 209^=3,6798537, 
log ~ == o ,6798537 , 

fr-4,78, 

xxn. 

Une personne doit 5ooo francs^ elle remet à son créan- 
cier un billet de 4^oû francs payable dans ^atre mois : 
le taux d'escompte est de 6 pour loo. Combien doit-elle 
ajouter d'argent pour acquitter la dette? 

(Fac» des Se. de Paris.) 

Solution, — Désignons par X la somme demandée, et 
par A la valeur actuelle du billet de 4^00 francs (nous 
supposerons ici que l'escompte de ce billet est pris en 
debors)« 

On a 

X = 5ooo'— 7A, 

A= 4200*^ ( I • — •61 = 4ïi6^ 

\ 100 12 / 

et^ par conséquent, 

X = 5ooof — 4n6f = 884^ 

xxm. 

Une personne emprunte 1000 francs, qu'elle s'engage 
à rembourser en quatre payements successifs faits à deux 
mois d'intervalle les uns des autres, à partir du sixième 
mois qui suivra l'emprunt. Les trois premiers payements 
seront de 3oo francs chacun,- et le quatrième sera de 
100 francs. En supposant que le préteur prélève d'avance 
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l'intérêt de la somme prêtée, eu égard aux rembourse- 
ments successifs, quelle somme remettra-t-il "k son débi- 
teur? Le taux de l'intérêt est supposé de 5 y pour loo. 

(Fac, des Se, de Paris. )^ 

Solution. — Désignons par x la somme demandée. 

D'après l'énoncé de la question, Te remboursement des 
looo francs est complètement effectué dans l'intervalle 
d'une année, et dans cet intervalle le prêteur jouit, sur le 
remboursement, d'une première somme de 3oo francs 
pendant six mois, d'une seconde somme de 3ox) francs 
pendant quatre mois, et d'une troisième somme de 
3oo francs pendant deux mois. 

Il suit de là que, si, l'on désigne par I l'intérêt de 
lOOo francs pendant un an, et par V la somme des inté- 
rêts de 3oo francs pendant six mois, quatre mois et deux 
mois, ce qui revient à Tintérêl de cette somme pendant 
un an (= 6 mois H- 4 mois 4- a mois), on a 

X =. looo^ — (I — r), 

et, comme 

I = 5^5o.Io = 55^ 

r=:5S5o.3 =I6^5o, 
il vient 

x= looo^ — (55^ — i6*",5o) =961*^,50. 

XXIV. 

Une somme de 3682*^,48 placée à intérêts composés 
pendant huit ans a augmenté de 1 546^, 73 -, on demande 

quel était le, taux de l'intérêt ? 

(Fac. dçs Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par x ce taux, c'est-à-dire 
l'intérêt de 100 francs par an. 
Ooa 

3682,48. (I-^ -^T^ 3682,48 -h i546,73, 
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c'est-à-dire 

3682,48. liH —\ =5229,21, 

et par suite, en appliquant les logarithmes, il vient 

8 W /'.-»- I^^\ — i logS^ag. 21 =3,7184361 
o.iog^i-l- ^ ^—)_iog 3682,48 =4,4338596 



^■^"^y'^'^Ef) =«''52 2957 



X 



l-\ 7 = 1,0448, 

100* ^^ 

^c = 4S48. 
XXV. 

Au bout de combien de temps un capîlal de looo francs^ 
placé à 5 pour loo et à intérêts composés, est-îl doublé (*) ? 

(Fac. des Se, de Poitiers.) 

Solution. — Désignons par a: le nombre d'années et par 
j le nombre de jours dont se compose le temps demandé. 

On sait que dans les questions d'intérêt, Tannée est or- 
dinairement considérée comme étant composée de 36o 
jours, c'est-à-dire de i2 mois, chacun de 3o jours, de 

sorte que les j^jourssont la fraction -^^ de l'année. 

Une somme de looo francs placée à 5 pour loo, et à 
intérêts composés pendant x années, devient 

lOOO^ ( I-I-- — I î 
et cette dernière somme, placée pendant j^ jours, rapporte 

lOOO^lH I ^•^' 

\ 100/ loo 000 

C*) Relativement à cette question, la Faculté des Sciences de Poitier» 
avait prescrit d'indiquer le nombre d'anuces et de jours dont se com-" 
pose le temps demandé. 



looo I iH I +IOOO.I H 1 • -—- = 2000, 

00 3oo 
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D'après cela, Tëquation du problème est 

/ 5 \- / 5 A' ; 

( IH ) -h 1000. ( H ) .- 

\ 100/ \ loo/ r 

ou, ce qui revient au même, 

\ 100/ \ 100 36o/ 

et cette seule équation va nous suffire pour déterminer x 
et y^ comme on va le voir. 
On en tire 

^ ' \ 100/ 

y 

et comme -^rz- est <Z i ^ on en tire aussi 
3oo 

Les inégalités (2) et (3) donnent 

•^•log^H-— j<log2, 

(a:-t-i).Iog^i-H— j>log2, 



c^est-à-dire 



x<^ T^ — FX^C**-*" '> 



'*»« (' -^ 1^ 



d'où il suit que x est le plus grand nombre entier contenu 
dans la quantité 

log^ 

laquelle égale 

o , 3o I o3oo 
Of02i 1893 

et conséquemment on obtient 

dî= 14. 
Maintenant, cherchons^. 
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L'équation (i) donne 

d'où l'on tîre 

et comme on a 

Fog2 o,3oio3oo , 0,0043798 

' 7 5 \ o,o2ii8q3 0,021 i8q3 

il vient 

|og2— 14105^14- — j =0,0043798, 

c'est-à-dire 

Cette dernière équation donne successivement 

1 H ,.— ^= 1 ,01 01 36, 

100 3do 

5 r ' ^ 

;— = o , o I o 1 36 , 



100 36o 

,^= I ,oi36, 

72 

r = 73- 

Ainsi une somme de looo francs^ placée à intérêts com- 
posés et au taux de 5 pour loo, se trouve doublée au bout 
de i4 ans et yi jours, c'est-à-dire au bout de i4 ans 2 mois 
et 1 3 jours. 

Scolie. — Il est à remarquer que l'équation (i) s'est 
trouvée indépendante delà somme de 1000 francs, et par 
conséquent on serait arrivé à cette même équation si, dans 
l'énoncé du problème, on avait mis toute autre somme à la 
place du capital qui s'y trouve indiqué. 

Il suit de là qu'un capital quelconque placé à intérêts 
composés et au taux de 5 pour 100, se trouve toujours dou- 
blé après 14 ans 2 mois et 1 3 jours. 
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XXVI. 

Une personne emprunte une certaine somme dont elle 
s'acquittera par trois payements égaux de 926 i francs, le 
premier après un an, le second après deux ans, et le troi- 
sième après trois ans. On demande quelle est la somme 
empruntée. Le taux de l'intérêt est suppbséde 4 i pour 100 

par an. 

(Fac, des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par X la somme empruntée, et 
respectivement par «i, «g, a^ les valeurs actuelles des an- 
nuités payées à le fin de la première, de la seconde et de la 
troisième année. 



On 



9261^ 



( 



1-4- 



Ui 



100 

9261^ 



et par conséquent 



100 
9261^ 

100/ 



/ 

( 



9261' 9261' 9261^ 



.^l^V^ /,^i^V-/.+4^ 



100/ 



4,5/ 4.5- -25458f..5. 

l I -h 

100 



XXVII. 

Un particulier, pendant trente ans, a placé annuelle- 
ment, chez un banquier, une somme de 3oo francs qui 
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se capitalise avec les intérêts à 4 pour loo. Combien lui 

devra le banquier uu an après le versement de la dernière 

annuité? 

( Fac, des Se, de Poitiers,) 

Solution, — Désignons, d'une manière générale, par A„ 

ce que le banquier devra pour valeur de la «"*"• annuité 

de 3oo francs, à l'époque indiquée par l'énoncé de la 

question, c'est-à-dire un an après le versement de la 

dernière des trente annuités. 

On a 

A3o= 36o^ (i ,o4)' 

Aa9= 3oo^ (i ,o4)* 



Aj =3oof.(i,o4)2' 
A, =3oo^ (i,o4)3% 
et, par suite^ en représentant, pour abréger, la somme 

Al -h A:f 4- . . . -H A^ -H As» 
par S, il vient 

S = 3oo^[(i ,o4y-f- (i ,o4)^H-. . .4- (i ,o4H, ." 
c'est-à-dire 

XXVffl. 

Une personne place au commencement de chaque an- 
née, pendant n années consécutives, à partir du moment 
présent, une somme Sy à la condition que la banque lui 
payera une annuité a au commencement de chacune 
des 2« années qui suivront ces n premières. Trouver la 
valeur de Faiinuité, pour que le marché soit équitable, 
lorsqu'on lient compte des intérêts composés. 

De plus, quel doit être le nombre n d'années pour que 

l'annuité soit au moins égale à la somme placée chaque 

année? 

( Fac, des Se. de Paris,) 

Solution, — Désignons par S la somme due à la per- 
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sonne en question après les n premières années, par A 
la valeur de Tannuité a immédiatement après ces n pre- 
mières anuées, et enfin par r le rapport de loo francs à 
son intérêt pendant un an. 
On a 

M(-;)--.]. 



=.s.r, I H- 






I 



^ = «-''--^ yi^' 



et comme, pour l'équité du marché, on doit avoir S = A, 
il vient 



I -i-- 



c'est-à-dire 



/ i\ \^\ 



» 



a^=z s 

f i\' 



d'où Ion déduit 

Maintenant, cherchons quelle valeur doit avoir n pour 
que l'on ait a ^5, c'est-à-dire 

Pour résoudre cette secondé partie de la question pro^ 
posée, représentons, pour abréger, la quantité f i H — \ 



ARITHMÉTIQUE ET ALGÈBRE. 33 

par z. Alors la relation précédente devient 
ou, ce qui revient au même, 



z* — z — I ^ o, 



et , comme on a 

z' — z 



on voit tout de suite qu'une valeur positive de z ne peut 
rendre le trinôme z* — z — i plus grand ou égal à zéro, 

qu'autant que cette valeur est au moins égale à - (i -|- ^) . 

D'après cela, la valeur de n demandée est fournie par 
la relation 

i\»> I -+->/5 



( 



I -H - 



rj — 1 
qui donne 

/i.log(i-h^j> log^ 

et, par suite, 



V^ 



n 



^H , 



•«g (' + 7) 



On propose d'inscrire quatre moyennes proportion- 
nelles géométriques entre 32 et 243. Ces deux nombres 

sont les cinquièmes puissances de 2 et de 3. 

(Fac, des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par or, j^, z et m les quatre 
moyennes demandées. 

On a 



^^=^"-(é)*' 
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d'où 








(xy 243 

\32/ "^ 32 ■ 


3» 


c'est-à-dire 


X 3 

32 2' 


4 


et par conséquent 


X = 48. 




La valeyr de x 


étant obtenue^ 


il vient 




3 


72, 




3 

z — jr*- — 1 

2 


[08, 




3 

u = z»— = 1 
2 


[62. 



Inscrire trois moyennes géométriques entre i et 10, et 
trois moyennes arithmétiques entre o et i. Ces calculs 
devront être faits sans logarithmes, et les approximations 

doivent se faire à 0,01 près. 

(Fac, des Se. de Paris,) 

Solution, — x^ j^ z étant les trois moyennes géomé- 
triques , et od^ y^ z les trois moyennes arithmétiques 
demandées, désignons p^r r la raison de la progression 
géométrique 

et par r* celle de la progression arithmétique 

o, X'y y y 2/, I. 

On a 



4/10 4/ — 



I — o I 



"—T'V 
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et, par suite, 

0?== I .r = y/io= I ,^8, 

y=. i.r*=:/i[ô = 3,i6, 
z = i.r*= y/ 10^=5,62, 

x'=o-H r'ri^ -7 =0,25, 

4 

y=o-f-ar'= - =o,5o, 
«' = 0-1-3/= 3«y=o,75. 



André dit à Simon : J'ai deuic fois Tàge que vous aviez 

quand j'avais Fâge que vous avez, et quand vous aurez 

l'âge que j'ai, la somme de nos deux âges sera 63 ans. Quel 

est l'âge actuel d'André et quel est aussi celui de Simon? 

(Foc, des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par x l'âge actuel d'André et 
par j^ celui de Simon. 
On a d'abord 

Quand André avait l'âge j^, Simon avait l'âge 
jr^^x-^X) ou 27 — a:. 

On a donc, d'après l'énoncé de la question, 

(i) a?=2(27- — x). 

Quand Simon aura Tâge a:, Tâge d'André sera 

X -{- (x — jr) ou nx — jr. 

On a donc encore, d'après Ténoncé de la question, 
(2) x + (2x — x) = 63"^. 

Résolvant le système des équations (1) et (2), on obtient 

j: = 28"% ^ = 21*"». 



i^ Si .l'on désigne par a, b des nombres quelconques 
positifs ou négalifs, et respectivement par A, B, C les trois 

3. 
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quantités 
on a l'égalité 

Démonstration. — Car on a 

Donc, etc. 

7? Si Ton désigne par A, B, C trois nombres positifs 
satisfaisant à la relation 

A» = B» -+- C^ 

il existe deux autres nombres positifs a et b^ tels, qu'on a 
les ^alités 

(i) A = a»H-6% 

(a) B = fl> — b\ 

C==iab, 

Démonstration. — Car, pour que les égalités (i) et (a) 
soient vérifiées, il suffit de prendre 

et, par suite, il vient 



v^ 



c'est-à-dire 

C = 2fl6. 

Donc, etc. 

xxxrn. 

Trois hommes, Pierre, Paul et André, vont à la foire 
avec leurs femmes. Les noms de ces trois femmes sont 
Catherine, Marthe et Suzanne. 

Chacune de ces six personnes achète un certain nombre 
d'objets qu'elle paye chacun un nombre de francs égal au 
nombre des objets qu'elle achète. 

Pierre achète 'li objets de plus que Marthe, et Paul 
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1 1 de plus que Catherine. Chaque mari a dépensé 63 franc» 
de plus que sa femme. 

On demande quelle est la femme de Pierre, celle de 
Paul et celle d'André? 

Solution, — Soit x le nombre des objets achetés par Fun 
des hommes, y celui des objets achetés par sa femme. 
On a 

j;2 _ ^a — 63, 

ou, ce qui revient au même, 

(a?-+-^)(« — ^) = 63. 
Or, on a 

63=r63.i=:2i.3 = 9.7; 

par conséquent on peut poser 

} *^ ou bien \ o ou bien < "^ ^ 

(«— r = »> (* — r = 3, (x''-x=ly 

d'où l'on tire les solutions suivantes : 

1 r=3i, ( r = 9, I r= I- 

Maintenant, Pierre a acheté 23 objets de plus que 
Marthe, et Paul ii de plus que Catherine^ donc 

Pierre en a acheté 3a 

Marthe » 9 

Paul » 12 

Catherine » 1 

Il suit de là que la solution a:=32, j"=3i concerne 
Pierre et Suzanne^ que la solution j: = i2,j^ =i 9 con- 
cerne Paul et Marthe; et enfin que la solution x = 8, 
y = i concerne André et Catherine. 
Donc 

Pierre a pour femme Suzanne, 

Paul » Marthe, 

André » ...... Catherine* 



1 
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XXXIV. 

Résoudre le système des deux équations 

5.r — 2 1 
4 — 3/™?' 

3x-\- 5 2 

{Fac. des Se. de Paris.) 
Solution, — On a pour valeurs des inconnues : 

35 

4? 
XXXV. 

Résoudre le système des trois équations 

2JC — 3jr — z = I, 
3a:H-2J^ — 23:=:l3, 
5jc — 4^ — 2z = I I . 

(Fac. des Se. de Paris,) 

Solution. — On a pour valeurs des inconnues : 

j: = 5, 

« = 3. 

XXXVI. 

Résoudre le Système des équations 

'jx — 5jr — 4^ "^ 44 = ®» 
3vr — 8/-f- 2«-h 1 1 = o, 

gx-h^X — 62 H- 23 = 0. 

[Fac. des Se. de Toulouse.) 

Solution, — On a pour valeurs des inconnues : 

ar = 3, 

Z= 10. 
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xxxvn. 

Résoudre le système des trois équations 

Sx — a^+ 3«= 12, 
^x-j-3jr'^']z=z ig, 

(Foc, des Se. de Paris.) 
Solution. — On a 

I 

69 
82 

_ 223 

xxxvm. 

m 

Etant donné un trinôme 

ax* -h ftx 4- c, 

déterminer : 1° les valeurs de x qui le rendent nul 5 2° le 

signe du résultat de la substitution d'un nombre quel- * 

conque n à la place de a: 5 3° la valeur de x qui rend ce 

trinôme maximum ou minimum. 

Appliquer cette théorie au cas où a = — 2,J = 3,9, 

c = 3,38. 

(Fac. des Se, de Grenoble.) 

Solution. — I** Dans tous les traités d'Algèbre, on éta- 
blit qu'il y a deux valeurs de a: (et seulement deux), 
x' et x'\ qui annulent le trinôme ax' + Jx 4- c, et que 
l'on a 

X =Z : ) 

2a 

— t^^b' — ^ac 

X = — — ^— — — — — _ • 

2a 

Ces deux valeurs sont égales lorsque la quantité b* — 4^^ 
est nulle. 
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2^ Dans ces mêmes traités, on établit ]a relation 

qai conduit immédiatement aux deux conséquences sai- 
vantes : 

Le trinôme an* -+- ft/i -f- c est de même signe que a, 
toutes les fois que les deux facteurs n — x\ n — x" sont 
de même signe, c'est-à-dire toutes les fois que le nombre n 
n'est pas à la fois inférieur à l'une des racines x\ x'\ et 
supérieur à l'autre. 

Dans tous les autres cas, ce même trinôme est de signe 
contraire à a. 

Lorsque les deux racines x*^ et a:" sont imaginaires, on 
sait que le trinôme ax^ -f- èx -i- c peut s'écrire sous la 
forme 



"[('■^^y^''] 



A' désignant un nombre positif, et par suite on voit que, 
dans ce cas, le trinôme an* -H in H- c est toujours de 
même signe que a. 

3** Si l'on cherche le maximum bu le minimum du tri- 
nôme ax* -^bx-hc par la méthode ordinaire donnée 
dans tous les traités éfémentaires d'Algèbre, on trouve 

que la quantité 

4 ûc — b^ 

est une valeur maximum ou minimum de ce trinôme, 
selon que a est <^ ou ^ o, et que la valeur de x corres- 
pondante est 

'_ ^ 

On peut arriver à ces mêmes conclusions en remarquant 
que Ton a identiquement 

, , r/ b Y Aac — bn 

application. — Lorsque 

a = — 2, è = 3,9, c = 3,38^ 



on a 



et 
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y = — o,65, 

x" = 2,6, 

ce nombre 7,18125 est une valeur maximum du trinôme 

— ax'-f- 3,9^:4-3,38, 
et la valeur de x correspondante est 



On propose de résoudre l'équation suivante : 



X — a h -\-x, 

h X 

(Foc. des Se, de Paris.) 

Solution, — Cette équation se transforme en la suivante 

x^ — (a -i-'2b)x — ^' = 0, 
de laquelle on tire 

ou, ce qui revient au même, 

X = - (fl -H 26 ± s/fl' 4- ^ab -f- 8^0- 

XL. 

Deux mobiles partent en. même temps de deux points 
A et B, et marchent sûr la droite AB dans un même sçns, 
A poursuivant B; le premier parcourt i mètre dans la 
première minute, 3 mètres dans la deuxième, 5 mètres 
dans la troisième^ et ainsi de suite, de sorte que la vi- 
tesse croisse en progression arithmétique. Lç second par- 
court 3 mètres dans la première minute, 4 mètres dans la 
deuxième, 5 mètres dans la troisième^ et ainsi de suite. 
On demande après combien de minutes le mobile A at- 
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teindra le mobile B, sachant que cette rencontre a lieu 

après un nombre exact de minutes, et que la distance AB 

est de 75 mètres. 

( Fac, des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par x ce nombre de minutes, 
et respectivement par S^ S' les sommes des x premiers 
termes de chacune des deux progressions arithmétiques 

ï> .^> ^> 7» • • •' 

<3) i^y O) O) . • . « 

La distance parcourue par le premier mobile, depuis A 
jusqu'à la rencontre, est égale à 

i".S, 
et la distance parcourue par le second mobile, depuis B 
jusqu'à cette même rencontre, est égale à 

i-.S', 
d'où il suit que l'on a 

S — S' = 75, 

et comme 



il vient 



S' = - (5 -h J:) a? = i ( JU^ 4- 5:p ), 



x^ (x^ -+- Sx) = 75, 



ou, ce qui revient au même, 

x^ — 5.r — l5o==o, 
d'où l'on tire 

5-1- v/25 -f- 600 3o f, 

j?r= î = — = l5. 

2 2 

XLI. 

Dans une progression arithmétique on donne le dernier 
terme /, la raison r, et la somme S des termes. Calculer 
le premier terme et le nombre dés termes de la progres- 
sion. 

{Fac, des Se. de Toulouse.) 
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Solution, — Désignons par x le premier terme de la 
progression, et par y le nombre des termes de celte pro- 
gression. 

On a les deux équations 

/>= j?-h/'(7- — i), 

ou, ce qui revient au même, 

S , 

3 — = / r4- .r, 

et ajoutant ces deux dernières équations membre à mem- 
bre, il vient 

c*est-à-dire 

ry^ — (r-f-2/)j -h 2S=rO, 

d'où l'on déduit 

rH- 2/±\/{r4- 2/)»— 8rS 
r = ' ^ 

Cela posé : 

I® Si la quantité (r -+-2/)' — 8rS est ^ o, on a deux 
valeurs pour j^ et ces deux valeurs sont positives. 

Dans ce cas, pour que le problème soit possible, il faut 
que l'une, au moins, de ces deux valeurs que nous repré- 
senterons par j- Gij^^[y' ^ jk'O' ^^^^ ^^ nombre entier. 

De plus, comme on a 

, , ,, r-4-2/ ■ . ' 2/ 

r'-h/ — =n — 5 

r r 

on voit^ue les deux nombres j^ et y'^ ne peuvent être 
tous deux entiers que si 2 /est multiple de r, et lorsque 
cette circonstance a lieu, du moment que Tun d'eux est 
entier, l'autre Test aussi. 

Si l'on désigne par x' et x" les valeurs de x qui corres- 
pondent respectivement aux valeurs y et j'^ de jr, Té- 
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quation 
donne 

a° Si la quantité (r-h a/)' — 8rSest=o, on n'a 
qu'une seule valeur pour y^ 

r= 9 

27* 

et, dans ce cas, pour que le problème soit possible, il faut 
que r-h 2 /soit multiple de ar. 
L'équation 

/ = a?-f-/-(^ — i) 

donne alors pour valeur de x correspondante à la valeur 

précédente de j^, 

r 

2 

3** Si la quantité (r-h 2/)* — 8rS est <^o, on n'a 
que des valeurs imaginaires pourj*. Le problème est alors 
impossible. 

Application, — On donne 

/=i-h^> '•=0' et S=ï3-h:5- 
3 3 

Dans ce cas, on a 

(r-f-2/)» — 8rS>o, 

et de plus, comme ni est multiple de r, le problème peut 
avoir deux solutions, et c'est effectivement ce qui a lieu, 

car on obtient 

/ = io, y< = 8, 

^' — - i ^" — ' 
6' ""2* 

XUI. 

Partager 5go en deux parties dont le produit soit égal 

à 8o464- 

[Fac. des Si\ de Paris.) 
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Solution, — Comme la somme des deux nombres cher- 
chés est 590, et que leuf produit est 80 464 9 ces deux 
nomtbres sont les racines de Téquation du second degré 

X»— 590X -h 80 464 = o, 
et Ton sait que ces racines sont 



^ ., . _ 80464, 



2 

c'esl-à-dire 876 et 214. 



^-^\/(^)^-8o464, 



xLm. 



Partager le nombre 85 en parties formant une pro- 
gression arithmétique, dont le premier terme soit 7, et 

I . ' 

la raison -• On déterminera le nombre des termes et le 

dernier. 

(Fac. des Se, de Toulouse.) 

Solution. — Désignons par x le nombre des termes et 
par j^ le dernier terme de la progression. 
Les équations du problème sont 

2 

ou, ce qui revient au même^ 

3/ — a? = 20, 
XX -\-']x= 170. 

Si on élimine x entre ces deux équations, on obtient 
l'équation du second degré 

dfjr^ -+-jr — 3io = o, 
de laquelle on tire 

r= 10, 
et par suite, il vient 

x=3. ïo — 20 == 10. 
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L'ëquation précédente cfny a une seconde racine, mais 
comme elle est négative, il n'y a pas lieu d'en tenir 
compte; car, d'après renoncé de la question, tous les 
termes de la progression sont évidemment positifs. D'ail- 
leurs cette seconde valeur de jr donnerait pour x une valeur 
négative, laquelle ne saurait être admise pour solution. 

XLIV. 

Les rapports direct et inverse de deux nombres don- 
nent pour somme 2,o5 \ ces nombres eux-mêmes donnent 
pour somme 6*3. On demande la valeur de ces deux 

nombres. 

{Fac. dés Se. de Paris,) 

Solution. — Soit jc l'un des- deux nombres, l'autre esl 
63 — x, et par suite l'équation du problème est 

X 63 — X ^ 

H = 2,o5. 



63 — X X 

Il n'y a plus qu'à résoudre cette équation qui se ra- 
mène à la forme ordinaire des équations du second degré. 

Voilà le mode de solution qui s'offre le plus naturelle- 
ment ; mais en voici un autre qui nous parait beaucoup 
plus élégant : 

Soit X le plus petit des deux nombres. 

On a 

X ^^63 — .r 



63 — X X 

X '63 — X 



63 — X X 



= I 



X 

et par conséquent la quantité -^ est la plus petite 

des deux racines de l'équation 

X»— 2,o5X+ I = G. 
Cette plus petite racine étant égale à o,8, on a donc 

X _S_ 
63 — X 1 o 



1 



ARITHMÉTIQUE BT ALGÈBRE. J^n 

d'où 

.r __ 8 

63*^84- lo' 
63.8 . . 

^ = Q~ =7.4= 20. 

Les deux nombres demandés sont donc q8 et 35. 

XLV. 

Résoudre le système des deux équations 

r ^ o 

(Fac. des Se. de Paris,) 

Solution. -^ Comme on a 
et que l'équation (2) peut s'écrire sous la forme 



H-i) = T' 



il en résulte que - et ^ — — sont les deux racines de 

y X 

l'équation du second degré 

35 
X^ — "fi" "^ — 1 = 0, 

c'est-à-dire que Ton a 



X 35 //35\^ 



ou bien 



^_35_ //35 

r 12 V \*2 



1 -f- 1 = — . 

/ 6 



X 



La première valeur de -? savoir 

X 

-=6, 
y 
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donne 

6 I 7 

et, par suite, à cause de l'équation (i), 

X y 21 3 

d'où Ton tire 

3.6 Q 3 

La deuxième valeur de -> savoir 

r 

X I 

r "" 6' 

donne 

jg __ Z. — -^ "^-y 
-I "^ 6 ~ 5 ' 

et, par suite, à cause de Téquation (i), 

X y 21 21 

""" "6""875""4^' 

-d'où l'on tire 

21 21.6 63 

4o 4^ 20 

XLVI. 

Résoudre le système des deux équations 

5^^ -\-Zx'=. 3o 7 Sa, 
9/ — Sx ■=. 424» 

( Fac. des Se. de Paris.) 

Solution, — De la seconde équation on tire 

4^4 -h 5x 

et portant cette valeur de j^ en fonction de a:, dans la 
première, il vient 

c* est-à-dire 

23x'H- i325j: — ggSoa = o. 
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Si l'on désigne par x' et x!' les deux valeurs de x four- 
nies par cette dernière équation, et parj^' ^^J^^' ^^^ deux 
valeurs correspondantes dej^, on a 

,'=43. y = 424±if.' = ,„ 

^:'=— 100,609, j''=M±if!=_ 8,783. 

Le système des deux équations proposées admet donc 
deux solutions. 

XLvn. 

On donne lés deux équations 

jy = 3,247- 
On demande de calculer à 0,00 1 près les valeurs des 

inconnues x eij^. 

{Fac. des Se* de Paris») 

Solution, — La seconde équation donne 
ou, ce qui revient au même, 

*;.(-r^)= — (3,247)% 

et comme la première peut s'écrire sous la forme 

il enxésulte que x* et - — y* sont les deux racines de l'équa- 
tion du second degré 

X^— 2,297X— (3,247)' = o. 

D'après cela, ou a 

^ ^ .,a97+^/(=^,»97r^'4-(3,^7)' ^ ^ ^5 634, 

2 

et, par suite, il vient 

X = dh 2, 143, 

j = ± 1 ,5i5. 
Comme, d'après la seconde des équations données, le 
produit xj est positif, les deux facteurs x etj de ce pro- 

4 
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duit doivent être de même signe, et par conséquent le 
système des équations proposées n'admet que les deux 
solutions suivantes : ' 

1" solution, i ' = ^'^^\' 2* solation. j * = - ^»[43, 
|7= i,5i5. I j = — i,5i5. 

XLvra. 

V 

Résoudre le système des deux équations 

(i) 2X*-H 3^*= 37, 

[%) 3xj = 5. 

On calculera les valeurs des inconnues a o^ooi près. 

[Foc. des Se» de Paris.) 

Solution. — L'équation (2) donne 

5 

^7 = 3, 

* et, par suite, 

n ^ /5\* 5o 

2a:*.3j*=2.3. ( ^ j =-5-' 

d'où il résulte, en ayant égard à Féquation (i), que ikx* 
et Zy^ sont les racines de l'équation du second degré 

X'— 37X-hÇ=o. 
D'après cela, on a donc 



c'est-à-dire 



ou bien 



.r = ±4,274, 

r = ±0*3899, 

^•^ *- a V 4 3 

37 ' /37« 5ô 
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c'est-à-dire 

j: = ±6,3899, 

et comme, d'après Téquation (2), le produit xy doit être 
positif, les doubles signes des valeurs de x et y sont coor- 
donnés, ce qui revient à dire que les signes supérieurs 
doivent être pris ensemble et les signes inférieurs aussi. 

XLDL. 

Résoudre le système des deux équations 

xjr^ = f 8, 

(Fac, des Se, de Paris,) 

Solution, — X et jr^ sont les deux racines de l'équation 
du second degré . 

X» — iiX-m8=o, 
d'où il suit que Ton a 

et 

n — i/ii* — 4'i8 n — 9 

c'est-à^^dire 

on bien ». 

_ ii->v/ri»^4.i8_ 



= 2, 



et 



^= 5^-^ =9> 

c'est-à-dire 

^ = ±:3. 

4. 
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L. 



La somme de deux nombres est a3 ', la somme de leurs 

carrés est 277 : quels sont ces nombres? 

(Foc, des Se. de Paris et de Poitiers,) 

Solution. — Désignons par a: et ^ les deux nombres. 
Les équations du problème sont 

(l) 07-1-^ = 23, 

(2) x» + /* = 277. 

Pour résoudre le système de ces deux équations on peut 
faire usage de différentes méthodes; nous nous bornerons 
à indiquer les suivantes : 

Première méthode. — L'équation (i) donne 

7 = 23 — ar, 
et, portant cette valeur de j^ dans l'équation (2), on 
obtient 

jr^-t-(23 — a?)*= 277, 
c'est-à-dire, toutes réductions faites, ' 

(3) j?^ — 23a?-f- i26==o. 

Si, au lieu de chercher d'abord l'équation qui donne x, 
on avait cherché celle qui donne j^, on serait évidemment 
arrivé à Féquation 

^^— 23>' + 126 = o, 
puisque les inconnues x et ^ entjrent de la même manière 
dans chacune des deux équations du problème, de sorte 
que les racines de l'équation (3), savoir les nombres i4 
et 9, sont les deux nombres cherchés. 

Deuxième méthode. — L'équation («) donne 

(a? H- ^)^ = 23' = 52g, 
c'est-à-dire 

x^ -\-y^ -j- 2xjrz= 529, 

et, par suite, à causé de Téquation (2), 

•^ 2 

D'après cela, les nombres x et j sont les racines de 
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Féquation 

X^— 23X-|-i26 = o, 

qui n'est autre que l'équation (3) obtenue précédemment* 
Troisième méthode. — Posons 

(4) a:^yz=zt. 

Les équations (i) et (4) donnent 

23 H- ^ a3 — f 

et, par suite^ 

x^-\^X*=j[[^Z 4- 0'-^- (^3 — 0'] = ^ (23'+ 1^). 
D'après cela, et à cause de l'équation (2), on a 

f*-4-23^ = 277.2, 

et par conséquent 

/»= 25, 

r = ±:5. 
En prenant t = 5, il vient 

a: = l4 et ^ =r g. 

La valeur ^ = t— 5 donnerait les deux mêmes nombres. 

Cette méthode de résolutioii est préférable aux deux 
premières, en ce qu'elle ne conduit pas à la résolution 
d'une équation complète du second degré. 

u. 

La somme de deux nopabres est loo^ la différence de 

leurs carrés est 1000. Trouver ces deux nombres. 

[Fac. des Se. de Paris.) 

Solution, — Désignons par x et, y les deux nombres 

Les équations du problème sont 

(i) a?-i-7- = îoo, 

(2) 0?» — 7* =1000. 

Pour résoudre le système de ces équations, nous indi- 
querons les deux méthodes suivantes : 
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Première méthode. — L'équation (i) donne 

y = loo — or, 

et, portant cette Yaleur Aey dans Féquation (i), on obtient 

** — (lOO — j:)*= iooo, 

c'est-à-dire, toutes réductions faites, 

« = 55; 
par suite, on a 

Deuxième méthode. — Les équations (i) et (a) donnent 

a?* — j* looo 

. ==2 9 

X -\- y lOO 

c'est-à-dire 

« — ^ = lO, 

et, par suite, il vient 

x-^y , x-^y loo-f-io -g 



2 a a 

^ = 55 — 10 = 45. 

Dans cette méthode on pourrait calculer j" avant a:, car 

on a 

4^-hJ X — y îoo — 10 ,^ 

jr= ^ x- = =45> 

a a a ^ 

et on trouverait ensuite 

or ss 45 -^10 = 55. 

m. 

La différence de deux nombres est 6; celle de leur» 
carr.és est 480. Trouver ces deux nombres. 

iFac» des Se. de Paris,) 

Solution. •**• Désignons par x eXy les deux nombres. 

Les équations du problème sont 
(1) x—y=z&^ 

\i) j:'^jr»=48o. 

Pour résoudre le système dé ces deux équations, nous 
indiquerons les deux méthodes suivantes ; 
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Première méthode^ — L'ëqualîon (i) donne 
ety portant cette valeur de j^ dans Téquation (2) 9 on obtient 

c'est-à-dire, toutes réductions faites, 

a: = 43; 

par suite, on à 

^ = 37. 

Deuxième méthode, — Les équations (i) et (q) donnent 

ac^ — y^ ^%0 

x—jr ~" 6 
c'est-à-dire 

j?-t-j = 8o, 

et} par suite, il vient 

*-+-7 . *— r 80-4-6 ,- 

X = ^ H ^ = = 43, 

22 2 ^ 

j=: 43 — 6 = 37. 

Dans cette méthode on pourrait calculer j^ avant x, car 

on a 

X H- jr X — y 80 — 6 , 

yz=: ^ ^ = = 37, 

' "^ 2 2 2 ' 

a 

et on trouverait ensuite 

a: = 37 -4-6. 

un. 

La somme de deux nombres est 3 1 ; la somme de leurs 
cubes est 8029. Trouver ces deux nombres. 

[Fac, des Se. de Paris,) 

Solution. -^ Désignons par :c et^ les deux nombres. 

lies équations du problème sont 
(i) a?4-r=3ï, 

(2) x*-|-/*=8o29. 

Pour résoudre W système de ces deux équations on 
peut faire usage de aifférentes méthodes \ nous nous bor- 
nerons à indiquer les suivantes : 
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Première méthode. — L'équatU^n (i) donne 

et portant cette valeur dey dans l'équation (2), on ob- 
tient 

X* -h (3i — a:}' = 802g, 

c'est-à-dire, toutes réductions faites, 
(3) x^ — 3i 4P -h 234 = 0. 

Si y au lieu de chercher d'abord l'équation qui donne or, 
on avait cherché celle qui donne y, on serait évidem- 
ment arrivé à Téquation 

/' — 3i7-H234 = o, 

puisque les inconnues x çxj entrent de la même manière 
dans chacune des deux équations du problème, de sorte 
que les racines de Téquation (3), savoir les nombres 18 
et i3j sont les deux nombres cherchés. 

Deuxième méthode. — Les équations (1) et {2) donnent 

(x +7)^ = 31% 

*• -H 7® 8029 

œ-^y 3i 

c'est-à-dire 

op» 4- 2077 + /* = g6i , 

J?^-f- JT-hy^ = 259, 

et, retranchant ces deux dernières équations membre à 
membre, il vient 

3j?/ = 702, 
a?j^==234. 

D'^après cela, les nombres x el y sont les racines de l'é- 
quation (3) obtenuç précédemment. 

Dans cette méthode, on aurait pu parvenir à l'équatîon 
xj = 234> de cette autre manière : 

On a 

e'est-à-dirje 

jp' 4- /' -H 3dr'j -4- iopf ' = 29791^ 
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et comme 

x»-hj3=:8oa9, 

3x^jr-{- 3a:/* = 3«/(^-4-/) == gSxj, 

il vient 

93xr = 219791 — 8029, 

xy = 234. 
Troisième méthode, — Posons 

(4) •^— r = ^- 

Les équations (i) et (4) donnent 

3H_f 3i— t 

et, par suite, 

ar«-f-/*=.g[(3n-f)'-+-(3i — /)>]^^(3i»+3.3i/«). 

Diaprés cela, et à cause.de Téquation (a), on a 

3.3if»-H3i»=:8o29.4, 

c'est-à-dire 

3^*-l-3i'=io36, 

et par conséquent 

En prenant /==5> il vient ' 

jp = i8 et /=:i3. 

La valeur f = — 5 donnerait les deux mêmes nombres. 

Cette méthode de résolution çst préférable aux deux 
premières en ce qu'elle ne> conduit pas à la résolution 
d'une équation complète du second degré. 

IIV. 

On donne la différence des cubes de deux nombres en- 
tiers consécutifs. On demande ces nombres. 

(Fac. des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par x le plus petit des deux 
nombres, et par a la différence donnée des deux cubcs« 
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L'équation du problème est 

(j? + i)* — a^=^a^ 
c'est-à-dîre ^ 

(i) 3x*-4-3j!r=fl — I. 

On tire de cette équation 



— 3 -f- ^i2<ï — 3 

'= 6 ' 

et, par suite, 

3-1-^1211 — 3 

X -4- I = 



6 

On peut éviter la résolution de l'équation (i), en ob- 
servant que cette équation peut s'écrire sous la forme 

X[x^l)z=z — 5 — , 

et que, par conséquent, il suffit de décomposer le nombre 

entier — r — en uu produit de deux facteurs différents 

entre eux d'une unité. Cette décomposition peut être ef- 
fectuée très-facilement dans bien des cas. 

LV. 

La différence de deux nombres est 7; la différence de 

leurs cubes est 45oi. Trouver ces deux nombres. 

[Fac. des Sc^ de Paris.) 

Solution, — Désignons par x el j les deux nombres 

Les équations du problème sont 
(i) X ~j =7, 

(2) a^ — jk'=45oi. 

Pour résoudre le système de ces deux équations on 
peut faire usage de différenteis méthodes ; nous nous bor- 
nerons à indiquer les suivantes : 

Première méthode, — L'équation (i) donne 

j = a? — 7, 

et portant cette valeur de y dans l'équation (a), on ob- 
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tient 

x' — (x — 7 )* = 45o ï 9 

c'est-à-dire, toutes réductions faites, 

(3) x' — 7* — 198 = 0, 

d'où 

x = i8, 

et, par suite, 

Si l'on voulait tenir compte de la seconde racine de 
Téquation (3), on aurait la solution négative 

X=— * II, 

r = -i8. 
Deuxième méthode. — Les équations (i) et (2) donnent 

(^-r)* = 7% 
x*— -^^ 45oi 

^—r "~ 7 

c'est-à-dire 

X' — 2x7^ -h j^» = 49, 

«'4- arj H- j* = 643, 
et, retranchant ces deux dernières équations membre à 

membre, il vient 

3x^ = 594, 

œx = 198. 

Diaprés cela, les deux nombres x et — y sont les ra- 
cines de l'équation du second degré 

X' — 7X — 198 = 0, 
d'où 

:t = i8, ^r= — II, 
ou bien 

«=—•11, — j^==i8, 

et par conséquent on a les deux solutions déjà obtenues 

a: = 1 8, [ x= — II, 

et \ 

Dans cette méthode^ on aurait pu parvenir à Téquation 
xy = 198, de cette autre manière : 



6o 
On a 

c'esi-à-dîre 
et comme 
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aH» — /« — 3x'x + Sor/' = 343, 



J.3 — j'5 = 45oi, 

— 3x*y -H 3 JT^* = — 3ar^ (tr — ^) = — 21 xy^ 

il vient 

2i:c^ = 45oi — 343, 

Xjr = 198. 

Troisième méthode, — Posons 

(4) *-i-j=:f. 

Les équations (i) et (4) donnent 



'-*-7 ^--7 

2 2 



et, par suite, 



*3«^3^^[(^^^)3_(,_^)3j^^(^S + 3.^,,), 



8 



D'après cela, on a 



c'est-à-dire 

et par conséquent 



3,7^^ 4-7'* = 4501.4, 
3r* 4- 7' = 2572, 



r^ = 84i, 
f =±29. 
En prenant t = 29, il vient 

jîz=i8 et ^=11. 

En prenant t=i — 29, il vient 

x= — II et j=^-i8. 

Cette dernière méthode est préférable aux deux pre- 
mières, en ce qu^ellene conduit pas à la résolution d'une 
équation complète du second degré. 

LVI. 



Trouver quatre nombres en proportion géométrique, 
connaissant la somme des extrêmes (21)4 la somme des 
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moyens (19)) ot la somme des carrés des quatre termes 
(44a). 

(Fac, des Se, de Poitiers.) 
Solution. — Si Y on désigne respectivement par 



'9 «, «» 



le premier, le second, le troisième et le quatrième terme 
de la proportion, les équations du problème sont 

(i) a:+a = 2i, 

(2) ^-f-z=i9, 

(3) xu=xzy 

(4) ^ +7' H- z» + a' = 442. 
Les équations (i) et (a) donnent 

4:* -+- 2XU -H a'= 2i^ = 44'> 
7* -h nyz 4- z' = 19' = 36i, 

et, ajoutant ces deux dernières équations membre k meni'- 
bre, il vient 

js^ -ir jr^ -h ^^ + a' -+- 2{xu -i- jrz) =802, 

c'est-à-dire, à cause des équations (3) et (4)) 

4j:« = 802 — 44^ == 36o> 

^ xu = go. 

D'après cela, si Ton forme les deux équations du second 

degré 

X' — 21 X -4-90 = 0, 

Y^ — i9Y-h90 = o> 

les deux nombres xeXu sont les racines de la première, et 

les deux nombres j^ et z sont celles de la seconde. 

On a donc 

.r = 1 5, a = 6, 

j=io, 2 = 9. 

Lvn. 

Calculer les quatre termes d'une proportion par 
quotient, sachant : 1° que le premier terme surpasse le 
deuxième de 4 ? ^^ ^tie le troisième terme surpasse le 



6a PRBMIJSRB PARTIE. 

quatrième de 3^ 3^ que la somme des carrés des quatre 

termes est égale à 6a , 5. 

(Foc, des Se. de Paris,) 

Solution. — Désignons par x, y^ z, u les quatre termes 
de là proportion. 

Les équations du problème sont 



(') 


X z 




(2) 


X— 7 = 4, 




(3) 


z — « = 3, 




(4) 


*^-+-r'-i-2» + aî = 6a 


,5. 


Résolvons ce système d'équations. 




L 


'équation (i) donne 

x—y_x y 
z — u z u 





et, par suite^ k causedes équations (2) et (3), irl vient 

z 3 tt 3 
d'où 

(5) • ^=:(|y=i^. 

«« \3/ 9 

De plus, les mêmes équations (2) et (3) donnent 

(x — jr)»:4- (3 -1 a)a — 4>4. 3^ = 25, 
c'est-à-dire 

et, par suite, à cause de l'équation (4)^ îl vient 

(6) xjr'Jrza = iSj']S. 
Maintenant, des équations (5) et (6) on déduit 

xjr zu xjr "h iu 18,75 ^ 

c'est-à-dire 

(7) XX = 16.0,75= 12, 

(8) zw = 9.o,75 = 6,75, 

Les équations (2) et (7) indiquent que x et — y sont 
les deux racines de l'équation du second degré 

X' — 4X— 12 = 0, 
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et les équations (3) et (8) indiquent que z ei — u sont 
les deux racines de l'équation du second degré 

Z»—3Z-— 6,75 = 0. 
D'après cela, on a donc finalement 

X = 6 avec ^ s= 2, 
ou bien 

x = — 2 avec / = — 6 
et 

« = ^=4»5 avec a = - = i,5, 
2 2 

ou bien 

z=z = — 1,5 avec a = — ^ =z — i,5. 

2 2 ^ 

Le problème proposé a ainsi quatre solutions, comme 
on devait s'y attendre. 

LYIU. 

Â et B étant deux nombres tels, que le carré du pre- 
mier est plus grand que le second, si Ton désigne par C la 
racine carrée de la différence A' — B, on a 



Va 



^=s/^*s/ 



A — c 



2 

et 



A — C 



Première démonstration. — L'égalité 



Va»— B=C 

ilotme successivement 

A»— B = O, 

B = A»— C> = (Ah-C)(A — C), 



A + C . /A — € 



et comme 

A4-C A — C 
A= 1 



'%?>;i:ic»:t^â• ; '1'» 




_ _f ~ i 







■iA 
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et, par suite, elle fait conuaitre la valeur de xy. Dési- 
gnons-la par c (*). 

Le système des équations proposées revient donc au 
suivant : 

(2) xy = ç. 

Pour résoudre ce ^système dVquations, nous allons indi- 
quer deux méthodes difierentes. 

Première méthode. — Nous supposerons, ce qui est 
évidemment permis, a: ^y. 

Les équations (i) et (2) donnent 

(j; -1-7)» (= x^-f-^'-h 2^r ) = « -H 2c, 
{x — xY (= ar»-h^' — 2x7) = a — 2C, 

et, par conséquent, 

jy-f-jr = ^ûr-f- 2^, 
X — jfzzz^a — 2C, 

d'où l'on tire 

X = - \\ja -i- 2tf + \la — 2c), 

^ = - (^a-j- ic — ^a — 26*). 
Deuxième méthode, — L'équation (2) donne 

et, par conséquent, x^ elj * sont les deux racines de l'é- 
quation du second degré 

X* — aX-f-c^ = o. 

D'après cela, en supposant comme précédemment x^y^ 
on a . 



, a là' 



C* ) D'après la théorie exponentielle des logarithmes, on a 

5 



C = 10 . 
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et, par suite, 



=V^n^' 



ou, ce qui revient au même [voyez LVIII), 

j? = - {^a -i- 2tf -h y^<i — 2c)î 

J = - (^a -H ^.c — ^« — 2c). 

Résoudre Téquation 

( I ) V I -H V-^* — x^ =z X — I .' 

Vérifier et interpréter les différentes racines. 

[Facl des Se, de Nancy.) 
Solution, — On a 

I -h V^a?* — a?» = (x — i)% 

(2) sjx^ — x'^rr jî* — 207, 

A* — X* = ( JF^ — 2 Jf)', 

c'est-à-dire 

(3) **--Jr2 = «* — 4a?»-+-4arn 

Cette équation admet d'abord pour racine x=±<x> (*) 

[voir la Note placée ci-après), et comme elle se réduit à 

^a^ — 54?*=; o, 

on voit qu'elle admet encore pour racines 

5 
a?==:o et x:=.y 

4 

La double valeur a: = ± 00 satisfait à Téquation pro- 
posée : pour s'en convaincre, il suffit de diviser les deux 
membres de cette équation' par x, et de la mettre sous la 
forme 



Vi-^v/'"i "-'"-' 



(*) On sail que le signe oo sert à désigner Vinfini. 
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Quant aux deux autres valeurs de a:, on reconnaît tout 
de suite, par la simple substitution, qu'elles ne satisfont 
pas à Tëquation (i), et qu'elles vérifient respectivement 
les équations 

— V 1 -+- ^jc^ — x^ = X — I , 

D'oà vient cela? 

Pour se rendre compte de ce fait, il faut remarquer 
que si A et 6 désignent les deux membres d'une équa- 
tion^ Féquation A' =r: B* admet non-seulement les solu- 
tions de l'équation A = 6, mais encore celles de Féqua- 
tion Acr — By car la différence A*— B*, étant égale à 
(A — B) (A •+- B), est annulée^ soit lorsque A es B, soit 
lorsque A = — B, 

D'après cela, dans la question pirécédente, Téquation (2) 
admet les solutions des équations 

(4) V^I-+- v/.r*— x=' = x— I, 

(5) -r-Vl-h v^^* — J^^ = a? — I, 

et l'équation (3) admet les solutions de l'équation (2) et 
de l'équation 

— yx* — a:"=;=x' — 2x, 

laquelle peut être remplacée par la suivante 

(6) I — ^x^ — ar'=i= {x — i)*; 

d'où il suit que l'équation (3) admet les solutions des 
équations (4)? (5) et (6). 

D'après ce qui précède, on voit que l'équation proposée 
n'admet aucune solution finie. 

Note, — Lorsque daiy un problème d'Algèbre on ar- 
rive, pour déterminer une inconnue x, à une équation 
telle que 

dans laquelle A, B, C, D, E, B', C, ly, E' sont des nom- 
bres quelconques positifs, nuls ou négatifs, A différant 

5. 
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de zéro, cette équation est vérifiée par la double valeur 
infinie de x, a: = d: oo . 
Car elle peut s'écrire sous la forme 

, B C D E , B' C D' E' 

Ah H — H--T+— = AH |----H--4-_-, 

X x^ or or x x* x^ or* 

et Ton voit alors que si Fon donne à x des valeurs toutes 
positives ou toutes négatives, de plus en plus grandes en 
valeur absolue^ les deux membres de cette équation ten- 
dent tous deux vers la même limite A. Voilà pourquoi 
on est convenu de dire que l'équation est vérifiée par 
X = -f- 00 et par x= — oo • 

Ces solutions infinie^ ont quelquefois une très-grande 
importance lorsqu'elles concernent des équations prove- 
nant de questions de Géométrie. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

PROBLÊMES RELATIFS A LA GÉOMÉTRIE. 



Ëtant doQué ua angle ASB, on demande de mener par 
un point O une droite qui retranche des côtés de Pangle 

à partir du sommet deux segments égaux Sa, Sb. 

(Fac, des Se, de Paris.) 

. - ■ ■ _\ 

Solution. • — Traçons la bissectrice SD de l'angle donné, 
et par le point O menons la droite EF perpendiculaire sur 
cette bissectrice. 

Cette perpendiculaire est la droite demandée. 

Car, en désignant respectivement par a, b^ c les points 
où elle coupe les droites SA, SB, SD, les triangles a Se, 
bSc sont égaux comme ayant un côlé égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun, savoir : le côté Se com- 
mun, les angles en S égaux par construction, et les angles 
en c égaux comme droits, et par conséquent on a 

Pour que le problème soit possible, il faut, comme on 
le voit tout de suite, que si l'on mène par le sommet S de 
l'angle ASB une perpendiculaire MN sur SD, le point O 
soit, avec les droites SA, SB, d'un même côté decetie 
perpendiculaire MN. 

n. 

j 

Démontrer que quand plusieurs cordes AB, CD, EF,... 
d'un cercle, prolongées suffisamment,, concourent en un 
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même point S, leurs milieux I, K, L, . . . sont sur la cir- 

conférence d^un autre cercle. 

[Fac. des Se, de Paris.) 

Démonstration^ — Soît O le centre du cercle auquel 
appartiennent les cordes AB, CD, EF, 

Traçons les droites 01, OK, OL, . . . , OS. 

D'après une proposition connue du second livre de la 
Géométrie de Legendre, les angles OIS, OKS, OLS, . . . , 
sont droits, et par conséquent la circonférence décrite sur 
la distance OS comme diamètre passe nécessairement 
par les points I, K, L, . . . . 

Donc, etc. 

m. 

Etant donné un triangle AQC, on mène les bissec- 
trices des suppléments des deux angles A et B, lesquelles 
se rencontrent en un point D : on demande de prouver 
que là droite qui joint ce point au centre du cercle inscrit 
dans le triangle passe par le sommet du troisième 

angle C du triangle. 

' [Fac, des Se, de Paris,) 

Démonstration, — Désignons respectivement par /?, 
^, r les distances du point D aux trois droites AB, AC, 
BC, et par O le centre du cercle inscrit au triangle ABC. 

Les droites AD et BD étant respectivement les bissec- 
trices des suppléments des angles A et B de ce triangle, 

on a ' ' 

/?=9, p = r, 

et par conséqueni 

c'est-à-dire que le point D est également distant des deux 
droites AC et BC. 

De plus, si l'on observe que ce point est nécessaire- 
ment situé dans l'intérieur de l'angle C du triangle ABC, 
on est en droit de conclure qu'il appartient à la bissectrice 
de cet angle, et comme on sait qu'il en est de même du 
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point O, il en résulte que la droite passant par ces deux 
points passe aussi par le sommet C, 

Donc, etc. 

ScoUe. — La démonstration précédente montre que la 
droite OD est la bissectrice de l'angle C du triangle ÂBC. 

ïv. 

On a une circonférence et deux tangentes AM, AN (M 

et N points de contacts respectifs de ces deux tangentes) 

issues du même point A *, on prend un point P sur Parc 

convexe compris entre lea deux tangentes ; par ce point 

on mène une troisième tangente BC qui rencontre les 

deux premières respectivement aux points B et Cil faut 

démontrer que, quel que soit le point ainsi choisi, la 

somme des trois côtés du triangle ABC formé par les trois 

tangentes est constante. 

(Fac, des Se, de Paris,) 

- Démonstration, — On sait que l'on a 

BP = BM, 

CP = CN, 
et par conséquent 

AB -f- AC-hBC = AB -h AC 4- BM-f. CN = AM + AN=^ 2 AM. 

Donc, etc. 

V. . - ' 

Etant données deux droites parallèles AB et CD, on 



N\ G^--.i— -'F D 



demande de mener par un point donné O une droite ayant 

une partie MN comprise entre ces deux parallèles et égale 

à 8 mètres. 

[Fac. des Se, de Paris.) 






î^^S'iitfÉi^iiÉJpï* °" """*' p" 



ftj|î^î 
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•PAA' quî les rencontre en A et A', on demande de prou- 
ver que l'angle AQA', formé par les deut cordes AQ, 
A'Q, est toujours de même grandeur, quelle que soit la 

direction de la ligne PAA^ 

{Fac, des Se, de Paris,) 

Démonstration. — Par le point P menons les deux 




tangentes PB, PB' aux deux circonférences, et joignons 
le point P au point Q. 

Les angles AQP, APB sont égaux, comme iayant tous 
deux pour mesure la moitié de Tare ANP, et les angles 
A'QP, A' PB' sont aussi égaux, comme ayant tous deux 
pour mesure la moitié de l'arc A'N'P. 

On a donc 

angle AQP -h angle A'QP = angle APB -h angle A' PB' 

— 2dr_ angle BPB', 

c'est-à-dire 

angle AQA' = 2^'— angle BPB'. 

' Or, l'angle BPB' est constant quelle que soit la direc- 
tion de la ligne PAA'. Donc, etc. 

vn. 

Prouver que, dans tout triangle rectangle : 1° le dia- 
mètre du cercle circonscrit est égal à l'hypoténuse^ 2° le 
diamètre du cercle inscrit est égal à l'excès de la somme 
des deux côtés de l'angle droit sur l'hypoténuse. 

( Fac. des Se. de Paris.) 

Démonstration, — Soient A, B, C les trois sommets 
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d'un triangle rectangle quelconque, Â le sommet de l'angle 
droit. 

i^ Traçons la perpendiculaire OD sur le milieu du 
côté AB, et soit O le point où cette perpendiculaire ren* 
contre l'hypoténuse BC. 

Joignons ce point au sommet A. 

On a 

OA = OB, 
c'est-à-dire 



et comme 



il vient 



c'est-à-dire 



angle JB = angle BAO, 

angle B + angle C = i**% 
angleBAO H- angle CAO = i**', 

angle C = angle CAO, 



OA=:OC. 

Le point O étant également distant des trois somn^ets 
du triangle ABC, il en résuUe que ce point est le centre 
du cercle circonscrit à ce triangle. Donc, etc; 

Cette première partie de la question peut se démontrer 
de plusieurs autres manières. 

2° Soit Ile centre du cercle inscrit au triangle. 

De ce point abaissons respectivement sur les côtés BC, 
AC, AB les perpendJculaires4E, IF, IG. 

On a 

BE = BG, 

CE = CF, 

AF = AG = IF, 

et par conséquent 

AB 4- AC — BC = AF 4- AG = 2ÏF. 

Donc, etc. 

On donne deux triangles ABC, A'B'C (A, B, C sont les 
trois sommets du premier, et A', B', G ceux du second), 
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tels qa'on a 

AB = A'B', AC=rA'C', 

angle B = angle B' > 90° ; 

démontrer que ces deux triangles sont égaux. 

Démonstration, — Si le second triangle n'était pas 
égal au premier, il en résulterait que le problème suivant : 
(c Construire un triangle ABC, connaissant deux de ses 
côtés, AB et AC, et l'angle B;> 90** opposé au côté AC, » 
aurait deux solutions, ce que l'on sait être impossible 
[Géométrie de Legendre, 9* édit. Blancliet, liv. II, 
probl. XI). 

Donc, etc. 

IX. 

Mener à l'extrémité d'une droitequ'on ne peut pas pro- 
longer, une perpendiculaire à cette droite. 

[Foc, des Se. de Paris.) 

Solution» — Supposons que la droite AB ne puisse être 




prolongée au delà du point A, et que par ce point il 
s'agisse de lui mener une perpendiculaire. 

Pour cela, prenons un point quelconque C sur AB, et 
des points A et C, comme centres, avec un rayon plus 
grand que la moitié de AC, décrivons deux arcs de cercle 
qui se coupent, comme l'on sait, en un point D extérieur 
à cette droite ÀB. 

Traçons la droite CD, proIôngeons-la, dans le sens de 
C vers D, d'une longueur DE égale à elle-même, et 
joignons le point A au point E. 
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La droite AE est perpendiculaire sur AB, car le point D 
est également distant des trois sommets du triangle ACE, 
et par conséquent Fangle CAE est inscrit dans la demi- 
circonférence décrite sur la droite CE comme diamètre 
et du même côté de cette droite que le point A, ce qui 
signifie que cet angle est droit. 

Note, — Lorsque, 8ans un triangle ACE, 1^ point D 
milieu de Tun de ses côtés, par exemple CE, est également, 
distant des trois sommets A, C, £, on peut démontrer, en 
s'aidant seulemen^t du premier livre de la Géométrie de 
Legendre, que Tangle A de ce triangle est droit. 

Pour cela menons la droite AD, et considérons les deux 
triangles ADC, ADE. Ces deux triangles sont isocèles 
puisque, par hypothèse, les trois distances AD, CD, DE 
sont ^ales, et par conséquent on a 

angle CAD = angle ÂGD, 
angle DAE = angle AED, 

d'où l'on conclut que Tangle CAE, somme des deux angles 
CAD et DAE, est égal à la moitié de la sommé des trois 
angles du triangle ACE. Donc. etc. 

' X. . - ■ • 

Des sommets A, B, C d'un triangle, décrire trois cercles 

« * ^ 

tangents deux à deux, et exprimer les rayons x, j^, z de 

ces cercles en fonction des trois côtés a^b^c du triangle. 

(Fac, dés Se, de Poitiers.) « 

Solution. — Soit O le centredu cercle inscrit au triangle 
ABC. De, ce point, abaissons respectivement sur les côtés 
BC, AC, AB de ce triangle les perpendiculaires OD, OE, 
OF, et traçons les droites OA, OB, OC. On s^it que ces 
trois dernières droites sont respectivement bissectrices 
des angles A, B, C du triangle considéré. 

Les trianglçs rectangles OAE, OBD, OCD sont respec- 
tivement égaux aux triangles rectangles OAF, OBF> OCEj 



tie sorte qu'on a 

AE = AF, BD = BF, CD = CE, 

et par suite les trois circonférences décrites des points A, 
B, C, avec les rayons respectifs AE, BD, CD, sont tan- 
gentes deux à deux. Ce sont donc les trois circonféreBces 
demandées, 

Chercbons, maintenant, rexpréssion de chacun des 
rayons AE, BD, CD en fonction des trois côtés 6C, AC^ 
AB du triangle. Nous désignerons ces six longueurs res- 
pectivement par les lettres x^j^ r, a, i, c. 

On a les équations 

r-h2 = «, 

^ H- z = 6, 
qui, ajoutées membre à membre, donnent 

I / f V 

De cette dernière équation considérée successivement 
avec chacune des trois premières, on tire 

A' = - (a ~h è -h c) — iï :;= - (é H- c — fl), 
z = — [a -{- b -^-ii] — € =i-(a -^h — c), 

XI. 

Démontrer que lorsque dans un triangle rectangle un 
angle aigu est double de Fautre (ce dernier angle est alors 
•égal à 3o degrés), l'hypoténuse est double du côté opposé 
à ce dernier angle. 

Démonstration. — A, B, C étant les trois sommets du 
triangle, apposons que A soit le sommet de l'angle droit, 
et B celui de Fangle de 3o degrés. 



•^^!^^|i^EP^|eiËùpt|l}j@pS'use BC, et tra- 







„ fi - 



rectangle, l'hy- 



fi99à^rf ttliSb^ ^â^^le l'angle droit. 
ï^ri^Mii^beUutre angle aigu, 

fl^^ïrôis sommets dti 
^liggtt de t'angle droit 

^ ^. ^ _ „ ^, _K#i»IS6lë AC. 

l^'t'**~ï^«5&Sî^«JSi^oiE^poiénuse, et ira- 

-2- ;§-•£• 

, » , ïS-^-oi? 
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f^l3p<Ê^k^«|^M^<t^!ât est la réciproque 
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xin. 

Tro\iver le centre d'une circonférence qui doit être tan- 
gente à une droite A6 en un point C, et passer par un 

point D situé en dehors de cette droite. 

(Fac, des «Se. de Paris,) 

Sùtation. — Au point G élevons une per|Sendiculaire 
CG sur la droite AB, et ayant joint ce point au point D, 
par une lighe droite, traçons la droite FF' perpendicu- 
laire sur le milieu de cette ligne de jonction CD. 

Les deux' droites CC, FF', étant respectivement per- 
pendiculaires à deux droites non parallèles, se couperont, 
et si l'on désigne par O leur point de rencontre, ce point O 
sera le centre de la circonférence cherchée. 

Car, appartenant à ia perpendiculaire FF' élevée *ur 
le milieu de la droite CD, il est également distant des 
deux points C et D, et, de plus, la droite AB se trouvant 
perpendiculaire à l'extrémité de la distance OC, serait 
par conséquent tangente à la circonférence que l'on dé- 
crirait de ce point O, comme centré, avec cette distance 
pour rayon. 

XIV. 

On joint un point quelconque pris dans l'intérieur 
d'un parallélogramme aux quatre sommets. Démontrer 
qu'il existe un rapport constant entre la surface du pa- 
rallélogramme et la somme des surfaces de deux triangles 

opposés. 

[Fac. des Se. de Paris,) 

Démonstration — A, B, C, D étant les quatre som- 
mets d'un parallélogramme, de telle sorte que AB et CD 
soient deux côtés apposés de ce quadrilatère, supposons 
qu'un point O aiyant été pris quelconque dans son inté- 
rieur, on ait mené les droites OA, OB, OC, OD. 

Désignons respectivement par T et T' les surfaces des 
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■ 

triangles OAB el OÇïXy ei par S la surface du parallélo- 
gramme. 

Il s'agit de démontrer que le rapport 

T-HT' 

est toujours le même, quelle que soi t la position du point O 
dans l'intérieur du parallélogran^nie. Pour cela, par ce 
point O, traçons une droite perpendiculaire aux deux 
parallèles AB et CD, et désignons respectivement par El, F 
les points ou cette perpendiculaire coupe ces deux paral- 
lèles. 
On a 

T = -AB.OE, 

1. 

r= - CD. OF = ~ AB.OF, 

2 2 

et- par conséquent 

H- T'= - AB (OE -h OF) = i AB.EF = i S, 

2 ^ ' 2 ' 2 — 

OU, ce qui revient au même, 

S "~2* 

Donc, etc. 

XV. 

On a un trapèze ABCD et un point I sur sa base su- 
périeure CD^ on demande de mener par ce point une 
droite IG qui partage ce trapèze en deux àutrest équiva- 
lents entre eux. 

application : AB =i 6*», CD = 4"*^ 5o , DI t= i™, 3o. 

(Fae, des Se. de Paris,) 

Solution, — Désignons par .r la distance AG (G est le 
point où kl droite IG rencontre la base inférieure AB du 
trapèze), et par H la hauteur du trapèze. 
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On a 



surf.ABCD=^5zt^.H, 
surf. ADIG = llt-^ . H, 

2 

et, comme on doit avoir 

surf. ABCD = 2 surf. ADIG» 
Téquation du problème est 

AB 4- CD = 2 (* -h DI), 

d'où l'on déduit 

AB -H CD ^, 
X = DI. 

2 

* 

Cette valeur de x détermine complètement la position 
du point G, et par suite celle de la droite IG. 
Dans le cas particulier où l'on a 

AB = 6", CD = 4», 5o, DI = i»,3o, 

la formule précédente donne 

XVI. 

On a un quadrilatère et on connaît les distances de ses 
quatre sommets à un axe donné dans son plan. On joint 
les milieux de deux côtés opposés par une droite nommée 
médiane. Montrer que la distance du milieu de la mé-» 
diane à Taxe est la moyenne arithmétique entre les quatre 
distances connues des sommets à cet axe. 

[Foc. des Se, de Poitiers.) 

Démonstration, — A, 6, C, D étant les sommets du 
quadrilatère, de telle sorte que AB et CD soient deux 
côtés opposés, désignons respectivement par E, F les mi- 
lieux de ces deux côtés, par O le point milieu de la droite 
joignant ces deux points, et respectivement par m, ti, p, 
^, r, s, t les distances des points A^ B^ G, D, E, F, O à 
l'axe considéré dans le plan du quadrilatère. 

On sait que, dans tout trapèze, si par le milieu de l'un 

6 
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des côtés opposés non parallèles on mène une parallèle 
aux deux bases, la partie de cette parallèle comprise dans 
le trapèze est égale à la demi-somme de ces deux bases. 

De plus, il est évident que cette propriété ne cesse pas 
d'avoir lieu, lors même que les deux côtés opposés non 
parallèles du trapèze deviennent parallèles, c'est-à-dire lors 
même que le trapèze se change en un parallélogramme. 

D'après cela, on voit immédiatement que l'on a 

r= 9 j= , 

2 2 

r-hs , 

t= > 

2 

et par conséquent 

m-i-n-hp-^q 

'= 4 

xvn. 

Prouver que^ dans un trapèze, le triangle qui a pour 

base un des deux côtés opposés non parallèles, et pour 

sommet le milieu de l'autre, a sa surface égale à la moitié 

de celle du trapèze. 

( Fac, des Se. de Paris et de Poitiers,) 

Démonstration, — Soit A6CD un trapèze quelconque 
ayant pour bases les deux côtés opposés AB et CD. 




Prenons le point O milieu du côté BC, et traçons les 
droites AO et DO. 

Il s'agit de prouver que la surface du triangle ADO est 
moitié de celle du trapèze. 

Pour cela, par le point O mencms la droite EF paral- 
lèle à AD, et soient E, F les points où elle coupe les 
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droites ÂB et CD, la plus petite de ces deux droites étant 
prolongée suffisamment. 

Les deux triangles BOE, COF sont égaux comme ayant 
un côté égal adjacent à deux angles égaux, chacun a cha* 
cun, savoir : BO = CO, l'angle OBE = l'angle OCF 
comme alternes-internes par rapport aux parallèles AB 
et CD coupées par la sécante 6C^ et les angles BOE, COF 
sont égaux comme opposés par le sommet. 

Ces deux triangles étant égaux, il en résulte que le 
parallélogramme AEFD est équivalent au trapèze ABCD. 

Or, le triangle ADO petit être considéré comme ayant 
même base AD et même hauteur (la perpendiculaire khàiê^ 
sée du point O sur la droite AD) que ce parallélo- 
gramme AEFD, et par conséquent on a 



Donc 



surf. ADO = i surf. AEFD. 

2 



surf. ADO = i surf. ABCD. 

2 



xvm. 

Étant donné im trapèze ABCD dont les deux bases pa- 
rallèles AB et CD sont respectivement égales à 5 mètres 
et 3 mètres, on demande par quel point I de la diago- 
nale AC passe la droite EIF parallèle au côté AD, qui 
divise le trapèze en deux parties AEFD et EBCF dont le 

rapport est celui de a à 3. 

(JFïiû. des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par h la hauteur du trapèze. 

On a 

surf. AEFD = AE J, 

r*«^ci BE-hCF , (AB-.AE)-i-(CD — DF) ^ 

surf.£BGF= — -^ — .A=^ ^ ^ ^.A 

a 2 



= (^±^-ae)a. 



6. 



T 
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et comme, par hypothèse, 



surf. AEFD 2 



il vient 



surf. EBGF 3 
A£ 



TT» 



X» 



AB + CD ^^ 3 
AE 



d'où l'on tire 



(i) AE = ^(AB-f-CD). 

Maintenant les deux triangles semblables AEI, ACD 

donnent 

AI AE 



c'est-à-dire 



AC Cd' 



AI = ^.AC, 



et par conséquent, à cause de rëgalité (i), on obtient enfin 



I AB-hCD 
"^'-5 CD ^^' 



Cette dernière relation donne, conformément aux don- 
nées de la question, 



Q 

AI=:-^.AC. 



Étant donné un trapèa^ A6CD dont les bases parai* 
lèles AB et CD sont égales respectivement à i5 mètres et 
8 mètres, on demande de mener par le sommet C une 
droite qui divise la surface du trapèze en deux parties 
dont l'une soit le tiers de l'autre. 

(Fac, des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par O le point où la droite 
qu'il s'agit de mener par le sommet C doit rencontrer le 
côté AB, et par x la distance AO. 
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Si dans le trapèze on trace la diagonale AC, les deux 

A B 




triangles ABC, ACD donnent les relations 

surf. ABC _ AB _ ^5 
surf. ACD "" CD ■" 8 "^ ' 

et comme on a 

surf. BOC 5surf. ABC, 

surf. AOCD ^ surf. ACD, 

il vient, à fortiori^ 

surf. BOC 

surf. AOCD "^ * 

Il suit de là que Tënoncé du problème exprime que 

l'on doit avoir 

surf. AOCD _ 

surf. BOC "" 

Maintenant, si l'on représente par h la hauteur du 

trapèze, on a 



=:linq . Ji L . , 



surf. AOCD 

2 1" 



surf. BOCssi"*! ^-—^ • --, 



-(^) 



,m 



et, par conséquent, l'équation du problème est 

8 



(^) 



--m 

De cette équation on tire 

ou, ce qui revient au même, 

X = 9"*, 25. 



3. 



86 DEUXlkME PARTIE. 



L'une des bases AB d'un trapèze ABCD a pour valeur 
lo mètres, sa hauteur 4 mètres, sa surface 32 mètres 
carrés ; à une distance de i mètre de la base donnée on 
lui mène une parallèle EF ; ou demande la longueur de 
la partie de cette droite comprise dans Tintérieur du tra- 
pèze. 

(Fac, des Se, de Paris.) 

Solution. — Désigiiotis par x cette longueur, et par a 
la base CD qui n'est pas connue. 



B 
B 



On a d*abord 



\ 7^ 



-(i^) 



4=32, 

d'où il suit 

et, par conséquent, 

CD<AB. 

Cela posé, par le point B menons la droite BG parallèle 

au côté AD du trapèze, et soient G et H les points où 

cette parallèle rencontre respectivement les droites CD et 

EF prolongées. 

On a 

CG / AB--CD \ _ BC 4 

EH\~'AB — Ef) "^BE"" i' 



et, par conséquent, 



lo — 6 



"-(^) 
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d'où Ton tire 



X 



7s =9» 
ou, ce qui revient au même, 

XXI. 

Une surface rectangulaire contient 6400 mètres carrés ; 
son périmètre est de 400 mètres : calculer les côtés. 

[Fac. des Se, de Poitiers,) 

Solution. — Désignons par x et ^ (x ^ j") ces côtés. 
On a 

2 (« + 7) = 4oo"*> 
xy = 64oo'"9, 

et, par conséquent, les deux rapports — > — sont les ra- 
cines de Téquation 

X» — 200X -H 6400 = o. 
On a donc 



— = 100 -f-v^ioooo — 6400 = 160, 



1 
c'est-à-dire 



— == 100 — y^ioooo — 6400 = 4o> 



X = 160", 

X = 40". 



xxn. 

Dans le trapèze ABCD, la grande base AB = i8 mètres ; 
les angles A et B sont égaux chacun à 4^ degrés, et cha- 
cun des côtés opposés non parallèles AD, BG est égal à 
7 mètres. Evaluer : i^ l'aire du trapèze; 2** celle du 
triangle ABE que Ton forme en prolongeant les côtés 
AD, BC. 

(Fac. des Se, de Toulouse 
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Solution. -— Désignons par S la surface du trapèze, et 
par S' celle du triangle Â6E. 

Des points G et E abaissons les perpendiculaires CF, 
EG sur la droite A6. 

Comme l'angle B est égal à 45 degrés, les deux triangles 
BGF, BEG sont isocèles, ce qui donne 

«^ ^o BC BC r 
BF = CF = -^ = — V^, 

EG = BG. 
De plus, comme les angles A et B sont égaux, la droite 
EG divise chacune des deux bases du trapèze en deux 
parties égales^ et, par conséquent^ on a 

CD = 2FG = 2(BG — BF)= AB — 2BF = AB — BC )f^. 
D'après cela, il vient 



(= 



AB-f-CD ^^\ 2AB — BCv^ BC r- 

• Cr 1 cr: • — y 2 

2 / 2 2 



et, par suite, conformément aux données de la question, 
^1^= ' ^^''"^ >7=:=63V2 — 24,5 = 64,595455, 

— =— = » = 8i 
c'est-à-dire que l'on a 

S =64«î, 595455, 

S'=8i»*i. 

Partager une ligne dont la longueur est 17"", 25 en 
dei|X parties telles, que la somme des carrés construits sur 
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' chacune d'elles soit égale au carré construit sur une a^tre 

ligne dont la longueur est de i4™,5o. 

(Fac, des Se. de Bordeaux.) 

Solution. — Si Ton désigne par x et y les deux par- 
ties demandées^ on a 

(-^)v(^y=(i4,5o)»= ^10,25, 

et pour résoudre ce système d'équations, nous renverrons 
à la question n^ L (P^ Partie), où diverses méthodes ont 
été indiquées à cet égard. 

Les valeurs de a: et de j" qui satisfont à la question pro- 
posée sont 

X = 14", 169, 

j= 3«»,o8i. 

XXIY. 

Etant donnés les trois côtés a, £, c d'un triangle ABC, 
faire connaître l'expression de la surface de ce triangle. 
Dans le cas où l'on aurait 

a= 120", 
b= i35™,i5, 
c= i4o"»,35, 
calculer l'aire du triangle en ares et centiares à l'aide des 

Tables de logarithmes. 

(Fac, des Se. de Nancy.) 

Solution. — Si l'on désigne par S la surface du trian- 
gle ABC, et par 2p son périmètre, c'est-à-dire la somme 
a + b + c^ on a 

(i) S = \/p(p-^)(p-à)(p^c). 

Première démonstration de cette formule. 

Le point O étant le centre du cercle inscrit au triangle 
ABC, abaissons de ce point les perpendiculaires OD, OE, 
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OF sur les trois cdtés BC, AC, AB, pvis traçons les droites 
AO, BO, CO, et du point B abaissons BG perpendiculaire 




sur CO. Prolongeons les deux droites BG et OD jusqu'à 
leur rencontre en H, et désignons, selon Tusage, par 
A, B, G les trois angles du triangle ABG qui ont respec- 
tivement pour sommets les points A, B, C. 

On sait que les trois côtés BG, AG et AB sont respecti- 
vement et ordinairement désignés par les lettres a, &, c. 

Gela posé, on a 

B G 

angle BOG =s - + - 9 aogle BOG + angle OBG = i^S 

2 2 

d'où 

(B C\ A 
-H — I = — = angleOAF, 

et par conséquent les triangles AOF et BOG sont sem- 
blables, ce qui donne 

AF_BG 

of"~og' 

ou, ce qui revient au même, 
, , AF BG 

Maintenant, les triangles rectangles évidemment sem- 
blables BGG et OHG donnent 

BG_BC 
OG "^ OH ' 
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et) par suite, à cause de régalité (2), il vient 

AF BC _ BC _ AP -4- BC 
OD^OH^DH — OD"" DH ' 

d'où Ton tire 

AF.DH = (AFH-BC)OD, 
ou bien 

(3) AF.DH=/7.0D, 
car les égalités connues 

I AF = AE 

(4) I BD = BF 

( CD = CE 

montrent que l'on a AF 4- BC = p. 

De plus^ les triangles rectangles évidemment sembla- 
bles BDH et ODC donnent 

ra CD 

bd^od' 

d'où l'on tire 

DH.OD = BD.CD, 
et par conséquent 

AF.DH,OD = AF.BD.CD, 
ou bien, à cause de l'égalité (3), 

/?-0D =AF.BD.CD, 
ou bien encore 

(5) (/7.0D)»=/?.AF.BD.CD. 

Enfin, comme on sait que l'on a [Géométrie de Le- 
gendre, 9®édit. Blanchet, liv. III, prop. XXXIV, scolie)^ 

/?.OD = S, 
et que les égalités (4) donnent 

AF=/? — fl, BD = ;? — A, CD=p — c, 

la relation (5) n'est autre que la formule (i) qu'il s'agis- 
sait de démontrer. 

Cette démonstration, peut-être ignorée de la plupart 
des géomètres, a été donnée par Euler (iVbw Comment. 
Petrop.j 1. 1, p. 54-55; ann. 1747-1748). 
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Deuxième démonstration de la même formule. 

Du point A abaissons la perpendiculaire AI sur le côté 
BC. On a 

Nous allons maintenant calculer la longueur AI au moyen 
des trois côtés a, £, c du triangle. 

D'après un théorème de Géométrie élémentaire, on a 
la relation 

6»=a»-Hc* — aa.BI, 
d'où Ton tire 

la 
et, par suite, le triangle rectangle ABI donne 

AI =c» — BI =c«— ^ , , i- 

_ [(g H- c)^ ~ ^'] \h^ -- (g — c)'] 

(fl-l-^-htf)(ûH-r — 6)(«i4-^ — c)(^-4-c — II) 

De plus, si Ton observe que Tégalité 

« -h ^ H- c = 2/> 
donne 

fl4-c — b = 2{p — b]y 
a-^b — c = 2(/? — c), 
A-f-c — az=:7,[p — a), 



il vient 



AI _4. -5 , 



GÉOMÉTRIE. 93 

et comme 

4 

on a finalement 

S' = pip-a){p—b)(p-^c). 

Les autres démonstrations que l'on donne ordinaire- 
ment de la formule (i) et qui sont basées sur les rapports 
trigonométriques étant très-répandues, nous nous abstien- 
drons de les reproduire ici (*). 

On a 

P= «97^75, 

/? — 0=62", 60, 
p — c = 57'",4o, 



et, par suite, 



log'^ = 2,2961165 
log^-^= 1,8907004 
log ^-^ == 1 , 7965743 

'og^^^ = 1,7589119 



H7Sî = 3,87ii5i5 

~ = 7433 
S = 74», 33. 



(*) Vaye* nos Levons tur la Théorie desjbnctions eirtulairts et la Trigo- 
nométrie, p. 374> 
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XXV. 

Connaissant un côté, le périmètre et la surface d'un 
triangle, déterminer les deux autres côtés de ce triangle. 

(Fac, des Se. de Toulouse,) 

Solution, — Désignons par a le côté connu, par x et y 
les deux autres côtés, par 2p le périmètre et par S la sur- 
face du triangle. 

On a 

^' = P(P — ^)iP — ^)(P —r)j 
d'où 

et comme 

(/? — j?) -h (/?— r) = 2;?— (x -h j) = «, 

il en résulte que p — xeip — j sont les deux racines de 
l'équation du second d^ré 



On a donc 



X»— flXH 7-^^ :=0. 

Pip — a) 



a ^ la} S^ 

-Jt _ t A' S' ~ 

et, par suite, 

a , la} S» 

XXVI. 

Évaluer la surface d'un triangle^ sachant que le péri* 
mètre est égal à i8 mètres, qu'un côté a est égal à la demi- 
somme des deux autres côtés h et c, et que le rectangle 
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construit sur ces deux derniers côtés, Tun comme base, 
l'autre comme hauteur, a une surface égale à 3a mètres 

carrés. 

(Fac. des Se, de Toidouse.) 

Solution. — On a les équations 

o b c o 

\ * iiii«iiif>i ' 

(2) ia = b -hc^ 

(3) ^-1^ = 32, 

et, en désignant par S la surface du triangle, on a aussi 
la formule 

(4) \^j =9(9--^) (9-Tii)(9--^)- 

Cela posé, des équations (i) et (a) on tire 

4: = 6, 

et, par suite, 

b fc 

• m ' |Ui 

Cette dernière équation, jointe à Téquation (3)) montre 

b c 
que -^ et — sont les deux racines de Téquation du second 

degré 

X* I2X-f-32 = 0, 

et, par conséquent, on a 

--=: = 8, — -• = 4« 

jin ' vin ■ 

Les valeurs des rapports -^ > -^ 5 — étant obtenues, la 
formule (4) donne 

(7^) =9.3.1.5=135, 
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et, par suite, 

— =11,618950, 

ou, ce qui revient au même, 

S= II*»*!, 618950. 

xxvn. 

On donne les trois côtés du triangle ABC : 

ABrr^S^jaS, AC = 2o8",33, BC=3i5™,48. 

On demande de calculer à un centimètre près la lon- 
gueur de la perpendiculaire AD abaissée du sommet A 

sur le côté opposé BC. 

(Foc. des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par S la surfacedu triangle ABC, 
et par 2p son périmètre. 

On sait que Ton a les deux expressions suivantes de S : 

S=:iBC.AD, 

2 

et par conséquent l'équation du problème est 

iBC.AD= v^/>(/? — AB) (/E? — AC)(/? — BC), 
d'où l'on lire 



AD== 



S /p(p — AB)(p^AC)(p^BC) 

-BC 
2 



Conformément aux données de la question, on a 
p = 333",53, /? — AB = i9o'»,28, /? — AC = i25»,20 

P^BC= iS-'joS - BC = i57", 74, 
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et, par suite, la formule précédente donne 

/ I 

'log 190,28= 1,13969655 
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/ ^log333,53 = 1,26156745 



.».(*^)=, . 



2 

-H - log 125,20 = I ,o488o2i5 



-log 18,05 = 0,62828860 
\ — 'og ^ ^7 > 74 = 3 , 80205 820 

'^g (7?) = » ,88036295 

AD 

— = 75,92, 

AD = 75", 92. 

xxvm. 

Mener par le centre C d'un cercle une oblique CD sur 
la tangente en un point A, telle, que la partie DE, com- 
prise entre la circonférence et la tangente, soit la moitié 
de la distance du point D au point de contact A. 

{Fac. des Se, de Paris.) 

Solution, — Menons le rayon AC. 

Le triangle rectangle ACD donne 

AD=CD-Ic=(CD+AC){CD-AC) = (2AC-f.DE).DE, 
et par conséquent 

4AD'=(4AC-h2DE).2DE. 
Maintenant, comme on doit avoir 2DE = AD, il vient 

4Âd'=(4ach-ad).ad, 

c'est-à-dire 

4ad = 4ach-ad, 

d'où Ton déduit 

ad = |ac. 
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L'hypoténuse d^un triangle rectangle est de Sa^^^Sad; 
le rapport des côtes de Tangle droit est 2,317. On de- 
mande de calculer chacun de ces côtés à moins de 0,001 

près. 

(Fûc. des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par x et y ces deux côtés 
On a les deux équations 

et 

- = 2,317. 
X 

De cette dernière on tire 

^=j.2,3i7, 
et portant cette valeur de x dans la première, il vient 

j«[i+ (2,317)»]= i«<i. (32,526)», 

d*où Ton déduit 

32,526 -.^ 

r=i" — - ' = i2'»,88, 



et, par suite, 



32,526.2,317 ^ 

v/H-(2,3i7)' 



Trouver un triangle rectangle dont les trois côtés 
soient mesurés par trois nombres entiers consécutifs. 

( Foc, des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par x le nombre entier qui 
doit mesurer le plus grand côté de Tangle droit. Les deux 
autres du triangle seront alors mesurés par les nombres 
a: -f- 1 et a: — 1 . 
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On a I équation 

(.r -f- lY z=x^ -h (jc — l)*, 

c'est-à-dire 

et, par conséquent, la valeur de j: est x = 4» 

Les côtés du triangle demandé sont donc mesurés par 

les trois nombres 3, 4 et 5, et ce triangle est possible 

puisqu'on a 

5<3 4-4. 

Scolie. — La surface du triangle rectangle qui vient 

3.4 
d'être déterminé est mesurée par le nombre —^y c'est- 

à-dire par 6. 

XXXI. 

On donne un triangle ABC dont les côtés ont les va- 
leurs suivantes : 

BC = 6», AB = 5"", AC = 2«. 

On mène la bissectrice AI de l'angle A, et l'on de- 
mande de calculer : i° les surfaces des deux triangles ABI 
et AGI, 2*^ la longueur de la parallèle IM à AC terminée 

au côté AB en M. 

[Fac. des Se, de Paris») 

Solution, — 1° Désignons respectivement parX, Y et S 
les surfaces des triangles ABI, A CI et ABC. 

Le point I appartenant à la bissectrice de l'angle A, est 
également distant des deux côtés AB, AC de cet angle, et 
par conséquent on a 

X AB 5 



d'où l'on tire 



Y AC 2' 



2 



X-hY 7 X-i-Y 7 
OU, ce qui revient au même, 



(0 



X _ 5 Y _2 

S ~ 7' s^ n 



1 
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Maintenant comme le demi-périmètre du triangle ABC 
est égal à 6"^, 5 on sait que Ton a 

-|j=v'6,5(6,5-6)(6,5-5j(6,5-2), 

c'est-à-dire 

S 3 /^ 

et, par suite, les équations (i) peuvent être remplacées 
par les suivantes : 






2 



3./^ -7' 3 — ' 



l^m ' 1^9 ' 



d'où Ton déduit 

7isî = ^v^= 3,3456, 

7^ = 74V^35="»3382, 

c'est-à-dire 

X = 3"^, 3456, Y = i«»q, 3382. 

2*^ On a 

IM BI 





AC Bc' 


BI 


CI BI + CI BC 


AB^" 


AC ~ AB -+- AC "- AB -h AC 


d'où l'on tire 






IM^^.BI, 




AB.BC 
AB-t-AC' 


et par conséquent 




AB.AC 
IM = -rr rrr* 



ABh-AC 
Cette dernière formule donne, conformément aux 
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données de la question, 

IM 5.2 lo . 

7^ = 5^ = 7 = ''^^9' 
c'est-à-dire 



Les trois côtés d'un triangle ABC étant respectivement 

AB = 1 55 1 ", AC = 2o68», BC = 2585», 

trouver la grandeur de la droite AD qui joint le som- 
met A au milieu de la base BC. 

(Fac, des Se. de Paris.) 

Solution. — D'après la proposition XIV du HI® livre 
de la Géométrie de Legendre (9® édition Blanchet), on 
a Tégâlité 

AB H-AC =2AD 4-2 ( — j , 

de laquelle on tire 

7-» 2(abVag') — BC* 

AU = . y 

4 

et, par suite, conformément aux données de la question, 

il vient 

-.^ ^„,.[(r55i)»+(ao68)']-(.585)' ^ ^^^^,^^^^^ 

c'est-à-dîre 

■AD = 1292*, 5. 

xxxm. 

Un triangle équilatéral a 5oo mètres de côté. D'un point 
pris dans son plan on voit deux côtés sous le même angle 
de 1 20 degrés. Quelle est en mètres la distance de ce point 

à l'un des sommets? Résoudre par logarithmes. 

[Fac, des Se. de Poitiers,) 

Solution. — Soit ABC le triangle équilatéral donné, 
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et cherchons dans le plan de ce triangle un point O tel, 
qu'en traçant les trois droites AO, 60, CO, on ait 

angle AOB == angle AOC = 1 20". 

D'abord, en faisant la figure, on reconnaît immédiate- 
ment que pour tout point O pris hors du triangle ABC ou 
sur son périmètre, les deux angles AOB, AOC ne peu- 
vent être simultanément obtus, ce qui indique que le point 
cherché est nécessairement situé dans Tintérieur de ce 
triangle. 

Supposons-le donc ainsi placé. 

Comme on a 

angle AOB = angle AOC = 1 3to«, 

on a aussi 

angle BOC=: 120*», 

et, par suite, deux quelconques des triangles AOB^AOC, 
BOC, par exemple les deux premiers, sont égaux comme 
avant le côté AO commun, le côté AB égal au côté AC, 
et les deux angles en O égaux et obtus (IP Partie, VITI). 
De Tégalîté de ces triangles, il résulte que l'on a 

AO = BO = CO, 

et que les droites AO, BO, CO sont respectivement bissec- 
trices des angles A, B, C du triangle ABC. 

Cela posé, pour déterminer la distance AO, on peut 
employer les deux méthodes suivantes : 

Première méthode. — Le triangle ABC étant équilaté- 
ral, les droites AO, BO, CO, bissectrices des angles de 
ce triangle, coïncident, en direction, avec les hauteurs et 
aussi avec les médianes de ce triangle, d'où il suit que si 
l'on désigne par h Tune des hauteurs du triangle ABC, 
on a 

A0 = |/* (IF Partir, LVI, 1^^ dém.), 
et comme d'ailleurs, 



'=\/^»'-(t)"=;*»^' 
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il vient 

^ AB 

A0=:-=:» 

c'est-à-dîre, pour AB = Sco^", 

5oo"* 

En appliquant les logarithmes, on obtient 

r log5oo = 2,6989700 

»og(^) = j -ilog3 = 7,7614394 

H (tiïï-) ==^' 4604094 

^^ =288,675, 



jm 



AO = 288°» ,675. 

Deuxième méthode. — Comme Tangle ABC est de 

60 degrés, on a 

angleAB0=3o% 

et, par suite, le triangle AOB donne 

^ sin3o° ^„ sin3o° 

AO = AB . -T— = AB * ■ , g „ » 

sîni2o« sin6o" 

c'est-à-dire, pour AB= 5oo mètres, 

sin 3o** 
AO = 500"" . -^— ^-- » 
sin 00° 

d'où Ton diîduit 

log 500 =: 2 ,6989700 

, -r- log sin 30** = 1 ,6989700 
( — log sin 60® =: o , 0624694 



'- m = 



h(7^)=^'46o4o94 



^^ = 288,675, 



,m 



AO = 288'%675. 
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XXXIV. 

Évaluer en ares un terrain qui a la forme d'un trapèze 
dont les côtés non parallèles sont égaux chacun à 5o mè- 
tres, les bases étant de loo mètres et de 4o mètres. 

Quelle est, en ares et centiares, la surface du triangle 
formé par le prolongement des côtés non parallèles du 

trapèze? 

(Fac. des Se. de Poitiers.) 

Solution. — Soit ABCD le trapèze représentant le 




terrain dont la superficie est à évaluer, et dans lequel 

on a 

AB = I oo», CD = 4o™, AD = BC = 5o°». 

Par le point D traçons la droite DE perpendiculaire 

sur AB, et la droite DF parallèle à BC. 

On a 

DF = BG=AD, 

c'est-à-dire que le triangle ADF est isocèle, et, par con- 
séquent, il vient 

,^ AF AB — CD ioo°* — 4o"» ^ 
AE = — = = ît— = Zo^y 

2 2 2 



DE 



{= V ad'— . Ae' ) == i°».V5o*— 3o» = 4o". 



La hauteur DE du trapèze étant connue, on obtient 

immédiatement 

^ * «^-^ / AB -I- CD ^„\ loo + 4o , 
surf. ABCD ( = DE J = i'»^ Zl±-. 40 

= 2800"*! = 28"«». 
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Maintenant, soit M le point de rencontre des deux côtés 
AD et BC du trapèze, et proposons-nous d'évaluer la sur- 
face du triangle MCD. 

Gomme ce triangle est semblable au triangle ADF, on a 

surf.MCD _ Cd' _ 4o' _ 4 
surf. ADF "" Xf' '^ ^ "" 9' 
d'où Ton tire 

surf.MCD = ^ . surf. ADF= ^ • AE . DE 
9 9 

= i"»^.^.3o.4o = 533°»'ï,3 
9 

^ares 33^"'^^^^''^^ 3. 

XXXV. 

A un cercle dont le rayon est de lo mètres, on mène 
des tangentes perpendiculaires entre elles deux à deux. 
Prouver que le lieu des rencontres est une circonférence, 

et déterminer le rayon de cette courbe. 

{Fac, des Se, de Nancy,) 

Démonstration. — O étant le centre d'un cercle, 
soient AB et AC deux droites perpendiculaires entre elles 
et tangentes à ce cercle. 

Supposons que ces deux tangentes partent toutes deux 
du point A, et que leurs points de contact soient respec- 
tivement les points B et C. 

Traçons les rayons OB, OC et la droite OA. 

Gomme les angles BAG, ABO, AGO sont droits, le qua- 
drilatère ABOG est un rectangle, et on a 

AB = OC = OB, 

OA (= OB 4- AB ) = 2.OB , 
c'est-à-dire 

OA = OB.v^. 
Il résulte de cette dernière égalité que tous les sommets 
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des angles droite dont les côtés sont tangents à un même 
cercle, se trouve à la même distance du centre de ce 
cercle. 

Donc, etc. 

Dans l'hypothèse de OB= lo™, on a 

OA=r IO"'.\/2=l4"*,l42. 

Scolie. — La valeur OB.^2 de OA n'est autre que 
celle du côté du carré inscrit dans le cercle O. 

XXXVI. 

Une bille va de A en B sur un billard, après avoir 

touché la bande CD. On donne la distance AB égale à 

2 mètres. Les distances des points A et B à la bande CD 

sont respectivement AE = i mètre, BF = i"',5o. Trouver 

la longueur du chemin que parcourt la bille. 

(Foc, des Se, de Marseille.) 

Solution. — Supposons que le point I soit le point où 



H 



'r 






C E 



^J/ 



"F D 



A!^ 



/ 



/ 



1 --i' 



B 



la bille a frappé la bande CD, et traçons les deux droites 

AI et IB. 

Le chemin parcouru par cette bille est AI -+- IB, et 
nous désignerons la longueur de ce chemin par x. 

D'après une propriété connue, enseignée en Physique, 
on a égalité entre les angles AIC et BID. 
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Cela posé, nous allons indiquer deux méthodes pour 
parvenir à la solution du problème. 

Première méthode. — Prolongeons les deux droites AE 
et BI jusqu'à leur rencontre en G, et du point B abais- 
sons BK perpendiculaire sur AG. 

Les deux triangles AEI, GEI sont égaux comme ayant 
un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à cha- 
cun, savoir le côté El commun, et Tangle AIE = Tangle 
BIF = l'angle EIG. Il suit de là que Ion a 

AE = EG, AI = 1G, et BG == AI 4- IB = j:. 

Maintenant, les triangles rectangles BGK, ABK don- 
nent 

BG' = BK'-f-GK', Bk' = Âb' — Âk', 
et comme d'ailleurs, on a 

GK = EK + AE=. BF + AE, AK = EK — AE = BF — AE, 
il vient 

BG* ou Jc' = ÂB*-f-(BF-|-AE)» — (BF — AE)% 
c'est-à-dire 

*» = Âb' -i- 4 AE. BF == i«»n (4 -h 4. 1 ,5o) = io"^<i, 

j: = i™.\/io = 3'",i62. 

Deuxième méthode, — Prolongeons les deux droites 
AI et BF jusqu'à leur rencontre en H, et joignons les 
deux points G (première méthode) et H. 

De même que 

AE = EG et AI = IG ( première mt^thode) , 

de même on a 

BF=FH et BI=IH, 

Les deux égalités 

AI = IG, BI = ni 
montrent immédiatement que l'on a 

AH = BG = .r, 
et que les deux triangles AIB, Gllî sont égaux comme 
ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à 
chacun . 
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De Tégalité de ces deux triangles, il résulte que les 
deux angles BAH^ BGH sont égaux, et que par conséquent 
la circonférence circonscrite au triangle ABH Test aussi 
au triangle BGH, c'est-à-dire que le trapèze ABHG est 
inscriptible dans un cercle. On a donc 

AH.BG = AB.GH + AG.BH, 
c'est-à-dire 

ar» = AB -|-4AE.BF = i™«i(44-4.i,5o) = io™«!, 

xxxvn. 

Deux circonférences O et CX extérieures Tune à l'autre 
étant données, on propose : i^ de trouver sur la ligne 
des centres O et C un point A tel, que les tangentes AM et 
AM'(M et M' sont les deux points de contact) menées de 
ce point aux deux circonférences soient égales 5 2** de dé- 
montrer que cette propriété du poînt A appartient aussi 
à chaque point B de la droite PP' menée par ce point A 
perpendiculairement à la ligne des centres, c'est-à-dire 
que les tangentes BN et BN' (N et N' sont les deux points 
de contact) menées du point 6 aux deux circonférences 

sont égales entre elles. 

( Fac, des Se. de Paris,) 

i^ Solution. — Supposons, pour le moment, que le 




point A soit un point quelconque pris sur la partie CD 



^I 
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de OCy comprise entre les deux circouférences O et (y, et 
AM^ ÂM' étant respectivement les deux tangentes (M et 
M' les deux points de contact) menées de ce point à ces 
deux circonférences, traçons les rayons OM et OM'. Les 
triangles rectangles OAM, O'AM' donnent 

( AM' =0'A — O'M' , 

et ces relations indiquent que si le point A parcourt la 
droite CD depuis le point C jusqu'au point D, en allant 
toujours dans le même sens, les longueurs AM, AM' va- 
rieront simultanément d'une manière continue (*), la 
première ira constamment en augmentant à partir de 
zéro, et la seconde ira constamment en diminuant pour 
arriver à cette même valeur zéro, de sorte qu'il y aura 
tme position du point A où ces deux longueurs seront 
égales. 

Pour déterminer cette position, il suffît de remarquer 
que les égalités (x) donnent alors 



OA — OM =0'A — O'M' , 
ou, ce qui revient au même, 



OA — O'A r=OM — OM' ^ 
d'où l'on tire 

^A ^/A ÔM—Ôrw' ÔM*— O'M'' 

OA — U A = --r- rrz — = 7r:r: > 

OA + O'A 00' 

et, à cause de 

OA H- O'A = 00', 

il vient 



} 



{2) OA = h 



2 2.00' 



{*) Une quantité variable est dite varier d'une manière continue , lors- 
qu'elle ne passe pas d'une valeur à une autre sans passer par toutes les 
valeurs intermédiaires. 
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Cette formule fait connaître la distance OA et par consé- 
quent la position du point A. 
Comme on a 



OM — O^ivr _ (OM -f- O'M' ) (OM — 0'i\r ) 
T^OÔ' "" 2.00' ' 

on voit que pour construire géométriquement la valeur 
de OA, que nous venons d'obtenîr, il suffit de con- 
struire une quatrième proportionnelle aux lignes s.OCK, 
OM-4-O'M', OM — O'M', el d'ajouter cette quatrième 
proportionnelle à la moitié de la distance OO'. 

Relativement à la formule (2), nous établirons les sco- 
lies suivants : 

Scolie I. — Les deux circonférences O el O' étant ex- 
térieures Tune à Vautre, on a 

(3) 00'>0M-h0'M', 

et par conséquent 



00' >(0M4-0'M')^>0M —O'M' , 

d'où Ton tire 

00' ôivî' — Ô^' ' 

2 ^ 2700^^ 

11 suit de là que la formule (2) donne pourOA une 
valeur moindre que OO', ce qui devait être. 

Scolie II, — L'inégalité (3) donne successivement 

00'— OM >0'M', 





00' 


t — 7 
-+-0M 


2.00'.0M>0'M' , 




00' 


t 2 

-4-OM 


— O'M' >2.00' 


.OM, 




00' 

2 


OM 

H 

2 


.00' ^^'^^ 




c'esl-i 


i-dire 








(4) 






OA>OM. 
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La même inégalité (3) donne encore successivement 

0M<00' — O'M', 



OM <00' -4- O'M' —2. 00'. O'M', 



OM —O'M' <00' — 2.00\0'M', 



OM —O'M' ^00' ^,„, 
<^ O M 

-2.00' ^2 ^^' 



00' OM — O'M' ^^^, ^,„, 

c'est- à -dire 

(5) 0A<00'— O'M'. 

Il résulte des inégalités (4) et (5) que la position du 
point Adonnée par la formule (2) se trouve entre les 
deux circonférences, ce qui devait être. 

Les deux scolies précédents sont donnés ici comme des 
espèces de vérifications. 

Scolie III. — La même inégalité (3) donne 

(0M-4-0'M')(0M — O'M') 
00' 
c'est-à-dire 



<0M — O'M', 



OM — O'M' ^^„ ^,,., 

_ <0M — O'M', ; 

et par conséquent \ 



I 



00' -f- ^^ ^J?^^ < 00' -h OM — O'M', 
00 

2.0A < 00' -f- OM — O'M', 

OA — OM < 00' — OA — 0' M', 

OA — OM<0'A-^0'M'. 

Cette dernière inégalité montre que le point A est plus 
voisin de la grande circonférence que (Je la petite. 

Scolie IV» — Le point A ayant élé pris sur la distance 
des centres O et O', de manière que la longueur OA véri- 
fie la formule (2), il est aisé de démontrer à priori que 
les tangentes AM et AM' (M et M' sont les deux points 
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de eoDtact) menées de ce point aux deux droonférences 
sont égales. 

D'abord, ces tangentes existent, pnisqne, diaprés les 
scolies I et II, le point A se trouTe entre les deux cîrcon> 
férences. 

De plos, la relation (2) donne snccessiTement 

^. ^. ^. Ôm' — O'M'' 

OA-cyA = g;-^\ 

OA + CA 



(OA— 0'A)(OA-hO'A) = OM —CM' , 

OA — o'A* = 5m* — cyii'' , 



OA — OM = CA — C/M' , 
et enfin 

Âm'=ÂM'\ 
c'est-à-dire 

AM = AM'. 

tP Démonstration. — Traçons les droites OB, CKB, 
ainsi que les rayons ON, ON'. 

Les triangles recUngles BON, BON', ABO, ABO 
donnent 

bn'=5b'— ON* =abVôâ" — ôn\ 

et comme, d'après ce qui précède (i*'), on a 

Oa' — Ôm' = Ô^' — O'M'', 
ou, ce qui revient au même, 



OA — ON = O'A — O' N' , 
il vient 



BN = BN' , 
c'est-à-dire 

BN = BN'. 
Donc, etc. 
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Scolie /. — Le point B' étant un point du plan des 
deux circonférences O et CV, supposons que de ce point qp 
puisse mener deux tangentes BI et BI' (I etl' sont les 
deux points de contact) à ces deux circonférences, et que 
ces deux tangentes soient égales. 

Soit Â' le pied de la perpendiculaire abaissée du point B' 
sur la droite OC. 

Traçons les rayons 01, O'I' et les droites OB', O'B', 
On a * 



•2 



B'I = OB' — 01 =A'B' H-OA' —01 , 



BT =:0'B' —O'I' ==A'B' -f-O'A' — OT , 
et comme, par hypothèse, B'I = B'I', il vient 



OA' —01 =0'A' — OT , 
ou, ce qui revient au même, 



OA' — O'A' =01 — OT . 

Cette dernière égalité donne 

0A'= ou > ou <0'A', 
selon que Ton a 

01= ou > ou <0'I', 

ce qui permet de conclure que dans le premier cas le 
point A' est au milieu de la distance 00', et que dans les 
deux autres ce point ne peut être situé sur le prolonge- 
ment de cette distance, du côté de la plus grande des 
deux circonférences. 

De plus, de celte même égalité on tire successivement 



2 



oA'qzo'A'-2Lzi2:il - Qi"Q^i^ (.^ 

et comme 

O A' ± O'A' = 00', 



C* ) Dans cette égalité et dans l'égalité suivante, les doubles signes sont 
coordonnés, c'est-à-dire que ce sont tous les signes supérieurs de ces doubles 
signes qu'il faut prendre, ou bien tous les signes inférieurs. 

8 



ii4 

il vient 
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0A' = 



00' 01 — O'I 



1 2 



2 



2.00' 



Cette dernière égalité montre que le point A' n'est aatre 
que le point A considéré précédemment, et que par con- 
séquent le point B' appartient nécessairement à la droite 
PP'. 

Scolie II. — On peut déterminer la droite PP d'une 
manière fort simple, comme il suit : 

Décrivons une circonférence quelconque C rencon- 
trant chacune des deux circonférences O et O^ en dcui 




points, la première aux points E, F, et la seconde aux 
points E', F', et traçons les deux cordes EF, E'F'. 

Ces deux cordes prolongées se rencontreront généra- 
lement en un point G qui sera extérieur aux deux circon- 
férences O et Cy, et ce point sera un point delà droite PP. 

Car, EF, E'F' étant deux cordes de la circonférence Ql\ 
les deux produits GE.GF, GE'.GF'sont égaux, et comme 
ces deux produits sont respectivement égaux aux carrés 
des tangentes menées du point G aux deux circonférences 
O et (y, il en résulte que ces deux tangentes sont égales. 

Le point G appartenant à la droite PP', pour avoir cette 
droite, il suffit d'abaisser de ce point une perpendicu- 
laire sur la ligne des centres et O', ou bien de déiermi- 
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ner un second point de cette droite PP', comme on a dé- 
terminé le premier, et de tracer la droite passant par les 
deux points ainsi déterminés. 

xxxvra. 

Etant données dans uneeirconférence deux cordes iné- 
gales, comparer leurs distances au centre et les arcs qu^elIes 
sous-tendent. Le rayon de la circonférence étant égal à 
ino^ySSZ et la corde à 437"*,342, calculer au moyen des 
Tables de logarithmes la di&tance de la corde au centre et 

l'arc sous-tendu (tt = 3, i4i59a6). 

(Fac. des Se. de Caen,) 

Solution, — 1° Soient A et B les longueurs de deux 
cordes inégales (A]>B) appartenant à une même cir- 
conférence. 

Désignons respectivement par a etb les distances de ces 
deux cordes au centre de celte circonférence, et par a et j3 
les arcs, non supérieurs à 1 8o degrés, qu'elles sousTtend«nt. 

On a 

et comme ces inégalités sont Tobjet de deux propositions 
qui se trouvent dans tous les Eléments de Géométrie, nous 
ne nous arrêterons pas ici à les démontrer. 

2,^ Désignons par x la distance du centre du cercle à la 
corde dont la longueur est de 437",342, et par X ou par X' 
Tare moindre que i8o degrés sous-tendu par celte corde, 
selon qu'il est exprimé en degrés, minutes et secondes, 
ou au moyen du mètre comme ivniié. 

On a 

^^y= (320,853 )^~ /iË2lM2y==(32o,853)'~(2i8,670' 

= 539,524. 102,182, 

8. 
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et par conséquent 



log — =: ( '^^' ^^9>524 = 2,732 0107 
^ i« I H- log 102, 182 = 2,009 3744 









2l0ff — r-z 


4,741 385i 








loff = 

|ni 


a , 370 6925 








X 


234,796, 


Maintenant 


calculons X et 


X = 

X'. 


234», 796. 


On a 




. X 

2sm— = 
2 


J7 






" 320,853' 




c'est-à-dire 




. X 

sm— = 
2 


X 






641,706' 




et par conséquent 








7 X 

log sm — = 


J 


loff = 

joa 


2,3706925 




JU 


( —log 641, 706 = 


3,1926639 



log sin^= 1,563 3564 

|=2I027'45%6, 
Xr=42«>5ô'3l^,2. 



La valeur X étant obtenue, pour avoir X', on sait que 
Fon a 



X* 



i°.flr. 320,853"" iSo*»' 
c'est-à-dire 

X^ _ 42^55^3.^2 _ i5453i-%2 _ 16097 
i'».7r.32o,853 180° "~ 648000" ~"6^W^ 
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et, par suite, il vient 

67000 



On donne une droite indéfinie AB et un point C dont 
la distance à cette droite est CD = 28 mètres. Du point C 
comme centre, avec un rayon CA = 53 mètres, on décrit 
un arc de cercle qui coupe AB aux points A et B. On de- 
mande : i^ la surface du triangle ABC ] 2^ la valeur du côté 

du carré équivalent à ce triangle, à o^ooi près. 

(Fac, des Se, de Toulouse,) 

Solution. — Désignons par S cette surface et par x ce 
côté. 
On a 

Âd'=cI'— Cd' = (GA-4-CD)(CA — CD), 
ou, ce qui revient au même, 

AD = v'(CA-f-CD')(CA — CD), 
et par conséquent 

AD=i".v^8i.25= i'°.9.5=45'". 
Maintenant, comme on a 

S = AD.CD, 

il vient 

S= i"^.45.28 = 1260"*!, 

et, par suite, 

x= i"*.\/i26o = 35"*, 49. 

XJL. 

La surface d'un triangle rectangle est égale à iS'^^ÏjS. 
La différence des surfaces des carrés construits sur les 
deux côtés de l'angle droit est égale à i5™*ï,75. On de- 
mande de calculer les trois côtés du triangle. 

{Fac. des Se, de Toulouse.) 



Il8 DEUXIÈME PAKTIE. 

Solution. — Désignons par x l'hypoténuse du triangle, 
et par j^ et z les deux autres côlés (j* ]> ^). 
Les équations du problème sont 

(i) ir»=ia»^5, 

(2) ^ï— «»=i5'»^,75, 

(3) ;c»=j> + z*. 
De Téquation (i), on tire 

(4) /2=27«^ 

et divisant les équations (2) et (4) membre à membre, il 
vient 

— i\ ^ '5,75 _ 7 

r/ 27 12 

De plus, comme on a 



î-( 



î-H)=- 



,1 

tion du second degré 



il en résulte que - et sont les deux racines de Téqua- 



X^— -2-X— I =0, 
12 . 

et par conséquent on a 

r^ 7"*-V^49-^-4''2' 
z 24 

c'est-à-dire 

m ?=!■ 

Maintenant, en multipliant les équations (4) et (5) 
membre à membre, on obtient 

7»=27«'*ï. ^ = 36"'^, 
c'est-à-dire 
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et, par suîlo, on a 

.r= ^x^-hz* = 7"*,5o. 

xu. 

On donne le rayon d'un cercle 0B = 5"*, 7, et Ton 
prolonge ce rayon d'une quantité AB = 2", 4« Du poîni A 
on mène les tangentes AT, AT', et Ton mène la corde de 
contact TT'. On demande : 1° la distance 01 de cette 

corde au centre ; a° la longueur de cette corde elle-même. 

(Fac, des Se, de Toulouse.) 

Solution, — Menons le rayon OT. 
Le triangle rectangle OAT donne 

OT =OA.OI, 
ou, ce qui revient au même, 

OT (5.7)» 32*,4q 

OA 5,7-f-2,4 ^,1 

3,61 36i , 

Pour déterminer la corde TT', il suffit de remarquer 
que Ton a 

TT'=:2TI, 

et 

Ti'= OT — OÏ = (OT + 01) (OT— 01), 
d'où l'on tire 

Tr= 1 V^(OT+OI)(OT— 0I)= I "». 2 v/9, 71 II... XI, 6888... 
=8"*, 100. 

XLn. 

L'hypoténuse d'un triangle rectangle est de 55 mètres, 
et sa surface de 726 mètres carrés. Trouver les deux côtés 

de l'angle droit. 

(Fm\ des Se, de Paris.) 
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Solution. -!- Désignons par x ei j tes deux côtés. 
Ona 

— •^ = a. 726 =1452, 
(^)V(i)'=(55,= 3.,5. 

et par conséquent {-^) » ( «) *^°^ '®* deux racines de 

Téquation du second degré 

X* — 3o25X + (1452)»= o. 

Comme les racines de cette équation sont les nombres 
jg36 et 1089, lesquels égalent respectivement (44)* ^^ 

(33)', les valeurs de — et -=^ sont donc les nombres 44 

et 33, c'est-à-dire que les valeurs de x et j^ sont 44 mètres 
et 33 mètres. 

xiiin. 

Dans un triangle ABC, on connaît les valeurs des 
côtés, savoir : AB = 5i8 mètres, AC = 272 mètres, et 
BC = 49S mètres. Du sommet A on abaisse sur le côté 
BG la perpendiculaire AK, et l'on demande : i*' les va- 
leurs des segments BK et CK*, 7? celle de la hauteur AR. 

[Faciles Se. de Toulouse.) 

Solution, — Dans le triangle ABC, comme le côté AC 
est moindre que le côté AB, l'angle B opposé à ce côté AC 
est nécessairement aigu^ et par conséquent on a la rela- 
tion 

Ic'=ÂbVbc'— 2BC.BK, 

de laquelle on tire 

_„ ÂB^-hBÔ'— Âc' 

BK. = — • 

2BC 

Conformément aux données de la question, celle for- 
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mule donne 

BK^(5^+J4g^Iïïî)'^443.8.3,3..: n. 

OU, ce qui revient au même, 

BK = 443", 8o3 . . . .. 

La valeur de BK étant obtenue, il vieat 

CK = BC — BK = 495"»— 443",8o3 = Si'^jig?. 

Maintenant, pour avoir AK, on peut employer Tune 
ou l'autre des deux méthodes suivantes. 

Première méthode. — Le triangle rectangle ABK donne 

AK = V^B-^BK = v/(AB-hBK)(AB — BR), 
et, par suite, il vient 

— ^ = y^gôi ,8o3o3. . .X 74? '9696. . • = 267,138, 

c'est-à-dire 

AK = 267°»,i38. 

Deuxième méthode, — Si l'on désigne par S la surface 
du triangle ABC, et par p son demi -péri mètre, on a 
(IP Partie, XXIV) 

S = v^/?(/7-AB)(;? — ACj(/>-BC), 
et comme, d'ailleurs, on sait que Ton a aussi 

^ BC.AK 
2 

il vient, par conséquent, l'équation 

5^^ = v'/'l;'-AB)(/.-AC)^/.-BC), 
de laquelle on tire 



.^ _, V/M> — AB)(yL>-AC)i/>-BC) 
^^-* BC 



(*) Cette valeur de -^jest un nombre décimal périodique mixte dont 



,ra 



la période est o3. 



1 
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D'après les données de la question, on a 

p = 642», 5 = ^^^'^ 



j 



p — AB= i24"',5 = 5 

2 

/» — AC = 370-,5 = ^^^^1^ , 

2 

5" 5q 
^ — BC= i47">,5 = — — ^, 

et, par suite, la formale précédente donne 

—^ = ^ ^^257.83.247.59 = 267 , i38, 

c'est-à-dîre 

AK = 267'",i38. 

xuv. 

Calculer les trois côtés d*un triangle rectangle, con- 
naissant leur somme P et la surface S du triangle. 

On indiquera la condition à laquelle les données doi- 
vent satisfaire pour que le problème soit possible. 

(Fac. des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par Xj jr, z les trois côtés à 
calculer, x ^y ^ z. 
On a 

(i) x^y^z — V, 

(2) JZ=2S, 

(3) j»-hz^=a:». 

Cherchons à résoudre ce système de trois équations. 
L'équation (i) donne 

(4) {y -t- «)' = (P — *)' = P* — 2 Px + x\ 

et des équations (2) et (3), on déduit 

yi -1- 4» H- lyz = x* + 4S, 

c'est-à-dire 

(5) (j +-z.)=^ = :t'-t-4S, 
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Si l'on compare les équations ^4) ^^ (3), on obtient 
i jnmédi atemen t 

d'où l'on tire 

P» — 4S 
X = —• 

2P 

La valeur de x étant connue^ Téquation (i) donne 

P» — 4S P'-+-4S 



J4-2 = P— a:=:P — 



2P 2P 



P^4-4S 



et, à cause de l'équation (2), on voit quej^ et z sont les 
deux racines de l'équation du second degré 

Y._E^Y + .S = o. 

2P 

D'après cela, on a donc 

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il 
faut et il sufiSt que les valeurs obtenues dey et z soient 
réelles, et de plus que celle de x soit positive. 

Voyons à quoi se réduisent ces conditions. 

Représentons, pour abréger, par R la quantité sous le 
radical dans les expressions de j- et z. 

On a 

i6S^— 24P»S-f-P 



R = 



I 



6P' 



i6|"s-~(3 + 2v^)][s-|'(3-2v^)J 

d'où il suit que la quantité R ne peut être positive qu'au- 
tant que l'on a 

P=^ / /- \ 

S>-.(3 + 2v'2), 
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OU bien 

4 
et, comme la condition x ^ o exi£;e qoe S soii moindre 

que -7-9 on conclut inunédiatement que 

4 
est la seule condition nécessaire et suflEisante pour la pos- 
sibilité du problème. 

XLV. 

Dans un triangle ABC rectangle en A, Tangle B est de 
60 degrés, et le côté AB égale 5o mètres. On divise l'angle 
B en deux parties égales par la droite BO, et Ton de- 
mande, à I centimètre près, les valeurs des segments AO 

et CO, dans lesquels cette droite divise le côté AC. 

( Fac. des Se. de Toulouse ^\ 
Solution. — On a 



d'ot 



ou 



et 



AO AB ^ « I 

CO BC 2 



AO = - CO, 

•2 



AC/ AOH-CO\ 3 



iC/ 

:.o\"" 



c'est-à-dire 



CO \ CO J 1 



CO = I AC, 



De plus, comme on a 

AC = AB . tang 6o*> = 5o" . v^, 

(*} Llnéjjalité évidenle i < ^ donne 2 < 2 ^, ou, ce qui revient au 
même, 3 — 1 <; 2 ^'j ; d*où l'on tire 

3 — 2 v'^ < * • 
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il vient 



a ^ j-rr lOO"™ 



et, par suite, 

Ao[==~CoW28"»,87. 

XLVI. 

Démontrer que la droite DE qui joint les points mi- 
lieux D et E de deux côtés ^B, AC, d'un triangle quel- 
conque ABC, est parallèle au troisième côté AG et moitié 
de ce troisième côté. 

Première démonstration, — Prolongeons la droite DE 




d'une longueur EF égale à elle-même, et joignons le point 
C au point F. 

Les deux triangles ADE, CEF sont égaux comme ayant 
un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun, 
savoir : les angles en E égaux comme opposés par le som- 
met, le côté AE égal au côté CE par hypothèse, et le côté 
DE égal au côté EF par construction. 

Ces deux triangles étant égaux, il vient 

BD(=AD) = CF, 
et 

ang ADE == ang EFC, 

c'est-à-dire que les deux droites BD et CF sont égales cl 
parallèles. 
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les deux triangles ABC, ADE sont équîangles, et, par 
conséquent, il vient 

BC AB 



c'est-à-dire 



DE AD ^' 
BC = 2DE. 

XLvn. 

On mène une droite par les milieux des côtés paral- 
lèles d'un trapèze, et l'on propose de démontrer qu'en 
prolongeant cette ligne^ ainsi que les côtés non paral- 
lèles, ces trois droites iront se couper en un même point. 

( Fac. des Se, de Paris.) 

Démonstration. — Soit ABCD un trapèze quelconque 
ayant pour bases les deux côtés AB et CD. 




Désignons par E le point milieu de la première de ces 
deux bases, par F le point de rencontre des deux côtés 
AD et BC, et par G le point où la droite passant par ces 
deux points E, F coupe la seconde base CD. 

D'après la proposition XXVI du troisième Livre de 
la Géométrie de Legendre(9® édit. Blanchet), on a 

AE BE 





DG CG' 


et comme 






AE — BE, 


il en résulte 





DG = CG. 

On voit donc, par là, que les points milieux des deux 
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hases du trapèze et le point F sont situés sur une même 
droite. 
Donc, etc. 

xLvm. 

Les deux bases AB et CD d'un trapèze sont respective- 
ment égales à I a mètres et à 7 mètres ; on demande de 
calculer la longueur de la droite EF parallèle aux bases 

qui diviserait le trapèze en deux parties équivalentes. 

(Fac. des Se. de Paris,) 

Solution. — Désignons par h la hauteur du trapèze, et 
par k la distance des deux parallèles CD, EF. 

D 

À fi B 




On 



a 



i ^^r^ AB-4-CD . 
surf. ABCD = • h , 

EF H- CD . 
surf.CDEF = ^^—^ . A, 

et, par conséquent, on doit avoir 

(1) (EF + CD)A=^^:tÇ5.A. 

Maintenant, si par le point C on mène CG parallèle à 
AD, et si l'on désigne par H le point où cette parallèle 
rencontre EF, on a 

FH_£ 

BG"~ a' 

et comme 

FH = EF— CD, BG = AB — CD, 

il vient 

EF — CD _ i^ 

AB— CD^Â' 
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c'esl-à-dire 

(2) (EF — CD) h = (AB — CD) k. 

Multipliant les relatioDS (i) et (2) membre à membre, 
et supprimant hh facteur commun aux deux membres de 
la nouvelle égalité qui eu résulte, il vient 

(EF-f- CD) (EF — CD) = i(AB + CD) (AB — CD), 

ou, ce qui revient au même, 

——2 — — a I / 2 a\ 

EF — CD = - (AB — CD ) , 

2 

d'où Ton lire 

2 I / 2 2\ 

EF=-(aB -+-CD ). 
2 

D'après cette dernière formule, si l'on pose 

AB=ï2"*, CD = 7™, 
on obtient 

ËF crrgë-^^ljSo, 

et, par suite, 

EF=:9"",82. 

xux. 

Construire une tangente commune à deux cercles don- 
nés, en distinguant les deux cas où les cercles sont situés 
d'un même côté de la tangente ou de côtés opposés. Si 
Ton donnait les valeurs numériques des rayons et de la 
distance des centres, comment évaluerai t-oa la distance 
au centre de chaque cercle du point où la ligne des centres 
est coupée par la tangente commune ? 

\Fac, des Se. de Toulouse,) 

Solution. — La première partie de cette question se 
trouvant traitée dans les Éléments d» Géométrie de Le- 
gendre (prédit. Blanchet), livre II, probl. XVI^ nous 
nous bornerons ici à développer la seconde partie. 

Désignons par O et C les centres des deux cercles, 



GÉOMJÊTRIG. l3l 

par R et R' leurs rayons respectifs (R>R'), par D la 
distance du point O au point C, par T une droite tan- 
gente à ces deux cercles, par A et B ses deux points de 
contact, et par S le point où elle coupe la droite passant 
par les deux centres O et CV. 

Si Ton mène les deux rayons OÂ et (VB, comme 
ces deux rayons sont tous deux perpendiculaires sur la 
droite T, les deux triangles SOA, SC/B sont semblables, 
et par conséquent on a 

S0_ OA 
SO' ■" O'B ' 
c'est-à-dire 

^"^ SO'^R* 

Cela posé, distinguons deux cas. 

Premier cas. — Si les deux cercles sont du même côté 
de la tangente T, on a 

D = SO — SO', 
et, par suite, la relation (i) donne 

SO"" R ' 
D R— R' 



d'où l'on tire 



SO' R' 

R^ 
R' 



^^ = ^r^=:r^' 



SO'=D.r: 



R-'R' 

Si R = R^ ces deux dernières formules donnent 
SO = 00 , S(y tn co , c'est-à-dire que la tangente T ne 
rencontre pas la droite passant par les deux centres O 
et (y : c'est ce que l'on voit à priori^ 

Scoiie. — L'expression précédente de SO, comme celle 
de SO', montre que les deux tangentes communes exté- 
rieures aux deux circonférences O et O' passent par un 



d'où l'on lire 



R ' 
R-l-R' 

• 


R' ' 
R 


R + R' 
R' 
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même point du prolongement de la droite joignant les 
centres de ces deux circonférences. 

Second cas, — Si les deux cercles sont de différents 
côtés de la tangente T, on a 

D = SO -^ SO', 

et, par suite, la relation (i) donne 

^ D R-f-R' 
SÔ' 

SO'" 

SO =D. 

SO'=D 

R-f-R' 

Scolie, — • L'expression précédente de SO, comme celle 
de SO', montre que lorsque deux circonférences O et C 
sont extérieures Tune à Tautre, leurs deux tangentes 
communes intérieures passent par un même point de la 
droite joignant les centres de ces deux circonférences. 

L. 

Deux circonférences situées dans le même plan étant 
extérieures Tune à l'autre, on donne leurs rayons R et R' 
égaux à 3 et à 5 décimètres. 

On demande quelle doit être la distance des centres de 

ces deux circonférences, pour que l'une des tangentes 

communes intérieures fasse un angle de 3o degrés avec 

la ligne des centres. 

{^Fac. des Se, de Nancy •) 

Solution. — Désignons respectivement par O et O' les 
centres des deux circonférences en question, dont les 
rayons sont R et R', par I le point où les deux tangentes 
communes intérieures à ces deux circonférences rencon- 
trent la distance des centres O et O' (II® Partie, XLIX), et 
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enfin par M et M' les points de contact de Tune de ces 
deux tangentes avec ces deux mêmes circonférences. 

Si l'on trace les rayons OM, CM', les triangles rec- 
tangles OIM, (yilVr donnent (IP Partie, XI), dans l'hypo- 
thèse de angle OIM = 3o degrés, 

01 = 2 . OM, 01 = 2 . 0'M% 

et, par suite, 

00, ( = OU- O'I) = 2 (r-f- /), 

c'est-à-dire, conformément aux données de la question, 

00' = 2 (o'^jS + o°^,5) = i«»,6o. 

Scolie, — Si, dans la question précédente, on deman- 
dait quelle doit être la distance des centres des deux cir- 
conférences, pour que l'une des tangentes communes in- 
térieures fasse un angle donné a avec la ligne des centres, 
on devrait alors résoudre la question comme il suit. 

Ayant tracé les rayons OM, O'M', les triangles rec- 
tangles OIM, O'IM' donnent 

01= «^=^4^,, o'i= «''«' ' 



sinOIM sinOIM sinO'IM' sinOIM 

d'où l'on tire 

00' (= OIH- O'I) = ^-^^^ (*), 

et par conséquent, dans l'hypothèse de angle OIM = a, 

00' = --?—. 
sma 

Pour a = 3o degrés, comme sina = -> cette dernière 

2 

formule donnerait 

00' == 2 (r+r'), 

résultat obtenu précédemment. 



{*) On pourrait arriver à cette formule immédiatement comme il suit: 
Par le point 0' menons une parallèle à la tangente MM^ et soit N son 
point de rencontre avec le rayon OM prolongé. 
Le triangle rectangle OO'N donne 

ON r-^r' 



00' = 



sinOO'N sinOlM 
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LI. 

Étant données deux droites parallèles, sur lesquelles 
sont pris deux systèmes de trois points A, B, C et h\ B', C, 
on a 

AB = 2-, BC = 5»», A'B' = i",24, B'C = 3",io. 

On demande si les droites A A', BB', CC prolongées suffi- 
sammt;nt concourent en un même point. 

(Fac, des Se, de Paris.) 

Solution. — Ces trois droites prolongées suffisamment 
concourent en un même point, parce qu'on a 

a ^ 5 

1 , 24 3,10 

c'est-a-dîre 

AB _ BC 

A'B' ~ B'C* 

Pour justifier cette solution de la question, prolon- 
geons les deux droites AA', BB' jusqu'à leur rencontre au 
point O, et joignons ce point au point G, 

Désignons par Ci le point où la droite OC prolongée 
rencontre la droite ABC. 

D'après un théorème connu (Géométrie de Legendre, 
9*^ édit. Blanchet, livre III, prop. XXVI), on a 

AB BC. 





A'B' 


~ B'C ' 


et comme déjà 


AB 
A'B' 


BC 
~"B'C'' 


il vient 








BC, 


BC 




B'C 


^ B'C ' 


c'est-à-dire 







BC, = BC, 

ce qui signifie que le point Cj se confond avec le point G. 
Donc, etc. 
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LH 



Soît uue circonférence quelconque ayant pour centre 
le point O*, prenez à volonté un point S daus le plan de 
cette circonférence; menez par ce point une première 
droite SA passant par le centre O et ta^t d'autres que 
vous voudrez SB, SC, SD,. • ., terminées aux points A, 
B^ C9 D,. . ., de la circonférence; puis, sur toutes ces 
droites, marquez respectivemeut des points A', B', C, 
D',. • ., tels qu'on ait 



SA SB SC SD 



SA' "" SB' SC SD' 

Il faut démontrer que ces points A', B', C, D', . . . , ainsi 
obtenus, appartiennent tous à une même circonférence, 

dont le centre est situé sur la droite SA. 

(Fac. des Se, de Pans.) 

Démonstration. — Traçons les droites AB et A'B'. 




Soient K et K' les points milieux de ces deux droites. 
Joignons le point K au point O, et par le point K' me- 
nons la droite K'Cy parallèle à KO. 

Soit Cy le point où cette parallèle rencontre SA. 
Comme on a 

SA _ SB 
SA' *^ SB' ' 

les deux droites AB et A'B' sont parallèles, et par consé- 



1 
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quent 

angle A'K'O' ^ angle AKO = i^, 

AO _ AK _ AB _ SA 
A'O' "" A'K' ~ AB' "" SA' ' 

A'0' = AO.«^. 

II résulte d% là que la perpendiculaire élevée sur le 
milieu de A'B^ rencontre la distance SA en un point CV, 
dont la position est indépendante de la direction de la 
droite SB, et que par conséquent toutes les perpendicu- 
laires élevées sur les milieux des droites allant du point A' 
aux points B', C, D', . . • , passent toutes par ce point (X, 
lequel se trouve alors également distant de tous ces 
points A', K, C, ly, . . . . 

Donc, etc. 

Lin. 

Les deux triangles ABC, abc sont tels, que les côtés 

AB, AC, BC du premier sont respectivement parallèles 

aux côtés abj ac^ bc du second-, prouver que les trois 

droites joignant les sommets A et a, B et &, C et c vont 

concourir en un même point. 

(Fac, des Se, de Paris.) 

Démonstration. — Soit O le point de rencontre des 
deux droites Aa^Bb, 

Joignons ce point avec chacun des deux points C et c. 

Les triangles ABC, ABO, respectivement semblables 
aux triangles abc^ a&O, donnent 

Ap_ 

d'où il suit que Ton a 



et par conséquent les triangles ACO, acO sont semblables 
comme ayant un angle égal (angle CAO = angle caO) 
compris entre côtés proportionnels. 



AC 

ac 


AB 

ab- 


AO 
aO' 


AC 

ac 


AO 
-aO' 
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La simiKtude de ces deux triangles donne 

angle AOC = angle a Oc, 

c'est-à-dire que les deux droites OC, Oc se confondent. 
Donc, etc. 

LIV. 

On joint les milieux des trois côtés d'un triangle. Dé- 
montrer que le triangle ainsi formé est semblable au 

premier. Trouver le rapport de leurs surfaces. 

(Fac, des Se. de Paris et de Poitiers,) 

Démonstration, — A, B, C étant les trois sommets 
d^un triangle, désignons respectivement par D, E, F les 
points milieux des côtés BC, AG, AB de ce triangle, et 
traçons les droites DE, DF, EIF, 

Il s'agit de démontrer que le triangle DEF est sem- 
blable au triangle ABC, et de trouver le rapport des 
surfaces de ces deux triangles. 

Comme on a 



1 


AF 


AE 


BF 




BD 


CE 


DC 


2 


AB 


""AC"" 


AB 


^^^^w 


BC 


"~AC' 


"BC' 



les droites EF, DF, DE sont respectivement parallèles 
aux droites BC, AC, AB, et par conséquent le triangle 
DEF est semblable au triangle ABC [Géométrie de Le- 
gendre, 9® édit. Blanchet, liv. III, prop. XXII). 

Cette première partie de la question étant établie, il 
vient 

surf. DEF ËF /EF\^ 



surf. ABC g^ 



_EF__ /EFV 



et comme les droites EF, DE sont respectivement paraU 
lèles aux droites BC, AB, la figure BDEF est un parallé* 
logramme, ce qui donne 



EF = BD = -BC, 
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OU, ce qui revient au même, 

EF_ I 

Il suit de là que Ton a 

surf. DEF 



surf. ABC 



=a)=T 



Un triangle ABC étant donné, on propose de mener 
du sommet C à la base AB deux droites CM et CN (de 
ces deux droites, CM est supposée la plus voisine du 
côté AC) qui partagent le triangle en trois autres trian- 
gles ACM> MCN, BCP4, dont les surfaces soient entre 
elles comme les nombres i, 2 et 3. 

( Fac^ des Se, de Paris.) 

Solution. — On a 

surf. ACM __ surf. MCN _ surf. BCN 
AM ~" MN "" BN ' 

et, comme on doit avoir 

surf. ACM _ surf. MCN _ surf. BCN 
I 2 3 

les deux points M et N doivent être choisis, sur la base 
AB, de telle sorte qu'on ait 

AM _ MN _ BN 
I 2 3 

c'est-à-dire que, pour avoir ces deux points, il suffit de 
diviser AB en trois parties AM, MN et BN proportion- 
nelles aux trois nombres i, 2, 3, ou, ce qui revient au 
même, aux trois droites que Ton obtiendrait en multi- 
{diant une même longueur par ces trois nombres (pro- 
blème connu). 

Les égalités (i) donnent 

AM __MN _BH _ AM4-MN-4-BN _AB 
I 2 ""^ 3 "~ i-h2-h3 6 
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d'où l'on lire 

AU* ^» 1U1« ^^ ^^ 



el 



6 2 



LVI. 



Démontrer que les droites menées des sommets d'un 
triangle aux milieux des <Sôtés opposés se coupent en un 

même point. 

(Fac, des Sc^ de Paris.) 

ABC étant un triangle quelconque^ désignons respec- 
tivement par D, E, F les points milieux des côtés BC, 
AC, AB, et traçons les droites AD et BE. Soit O le point 
de rencontre de ces deux dernières droites. 

Gela posé, nous allons donner deux démonstrations du 
tliéorème proposé. 

Première démonstration, — Prenons les points G et H 




milieux des distances AO et BO, et menons les droites 
DE, EG, GH, DH. 

D'après la propriété établie précédemment (11*^ Partie, 
XLVI), on a DE et GH parallèles à AB, 



2 2 



et par conséquent le quadrilatère DEGH est un parallélo* 
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gramme, puisque deux côtés opposés sont égaux et pa- 
rallèles. 

Or, dans un parallélogramme les diagonales se coupent 
en parties égales, donc 

OD = OG = — , 

c'est-à-dire que la droite BE coupe la droite AD au tiers 
à partir du point D. 

On démontrerait de même que la droite joignant le 
point C au point F coupe cette droite AD de la même 
manière, et que par conséquent les trois droites AD, 
BE, CF se coupent en un même point situé au tiers de 
chacune d'elles à partir de son extrémité D, £ ou F. 

Donc, etc. 

Deuxième démonstration. — Menons la droite DE. 

D'après la propriété établie précédemment (11^ Par- 
tie, XLYI), on a DE parallèle à AB, et par conséquent le 
triangle ODE est semblable au triangle OAB, ce qui 

donne 

0D_ DE 

AO ~ AB ' 

De plus, comme d*après cette même propriété on a 

Tx^ AB 
DE= — , 

il vient 

0D_ I 

AO""!' 



I 



ou, ce qui revient au même, 

AO 



0D = 

2 



Ainsi la droite BE coupe la droite AD au tiers à partir 
du point D. 

On démontrerait de même que la droite joignant le 
point C au point F coupe cette droite AD de la même 
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manière, et que par conséquent les trois droites AD, BE, 
CF se coupent en un même point shué au tiers de cha- 
cune d'elles à partir de son extrémité D, E ou F. 

Donc, etc. 

ScoUe /. — La première démonstration n'exige que 
la connaissance du premier Livre de la Géométrie de 
Legendre, tandis que la seconde exige la connaissance 
d'une grande partie du troisième. 

Scotie II. — Les droites AD, BE, CF dont il a été 
question précédemment sont souvent appelées, par les 
géomètres, les médianes du triangle ABC. 

Lvn. 

On donne une circonférence et une droite MN perpen- 
diculaire à la direction de l'un de ses diamètres A6 : par 
le point A, l'une des extrémités de ce diamètre, on mène 
une droite quelconque rencontrant la circonférence en 
un second point C et la droite JMN au point D^ on de- 
mande de prouver que le produit des deux distances AC et 
AD a toujours la même valeur, quelle que soit la direc- 
tion de la sécante AC. 

(Fac, des Se, de Paris.) 

Démonstration. — Désignons par I le point de ren- 
contre des deux droites AB et MN, et joignons le point B 
(seconde extrémité du diamètre AB) au point C. 

Les deux triangles rectangles semblables ABC, ADI, 

donnent 

AC_ AB 

AI ""ad' 

et par conséquent 

AC.AD = AB.AL 

• 

Or, les deux longueurs AB et Ki restent toujours les 
mêmes quelle que soit la direction de la sécante ACj 
donc, etc. 
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Lvm. 

Trouver la surface du triangle équilatéral dont le rayon 

du cercle inscrit est égal a 143"", a5. Évaluer la surface 

en hectares, ares et centiares. 

( Fac, des Se, de Paris.) 

Solution. — A, B, C étant les trois sommets du triangle 
équilatéral) et D, E les milieu:c respectifs des côtés BC, 
AC9 traçons les deux droites AD .et BE, et soit O leur 
point de rencontre. 

On sait : 

i^ Que ces deux droites sont respectivement bissec- 
trices des angles A et B du triangle, et que, par conséquent, 
le point Ô est le centre du cercle inscrit à ce triangle ; 

a® Que la droite AD est perpendiculaire sur BC, et 
que, par suite, la partie OD de cette perpendiculaire est 
le rayon de ce cercle inscrit^ 

Et y que l'on a AD = 3.0D (H* Partie, LVI). 

D'après cela, on a 

Âb'— Bd'=AD*=(3.0D)»£=9.Ôd', 
et comme 



il vient 



BD = ^ AB, 
2 



iAB*— 3.00', 

4 



ou, ce qui revient au mêûie^ 

iAB = 00.^3. 
2 

Gela posé, désignons par x la surface du triangle ABC. 

Comme la surface d'un triangle est égale à son demi- 
périmètre multiplié par le rayon du cercle inscrit 
(Géométrie de Legendre, 9* édit. Blanchet, livre III, 



j 
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prop. XXXIV, scolie)^ on a 

x=3.-AB.OD=3.0d'V3, 



AB.0D=3.0d' 
et, à cause de 



0D=:l42'*,25, 

il vient 

or = I o5 144"^> 4^9' > 
ou, ce qui revient au mème^ 

X == 1 o*** 5 !• 44"> 4691 * 
LEt. 

Étant donné un quadrilatère ABCD dont deux angles 

opposés B et D sont droits, on demande de prouver que, 

si d'un point M de la diagonale AC on abaisse sur les 

côtés BC et AD les perpendiculaires MP et MQ, la somme 

des deux rapports 

MP MQ 

AB' CD 

est égale à F uni té. 

(Fac. des Sc^ de Paris,) 

Démonstration. — Les triangles rectanglesCMP, ÂMQ, 
respectivement semblables aux triangles rectangles ABC, 
ACD^ donnent 

MP_CM MQ_AM 

AB *~ AC ' CD "~" AC ' 

d'où Ton déduit 

MP MQ _ AM -H CM _ AG_ 
ÂB"^Ciy~ ÂC ~~AC"*"^' 
Donc, etc. 

Scolie. — Si, au lieu de prendre le point M sur la 
diagonale AG elle-même, on le prenait sur le prolonge- 
ment de cette diagonale, on démontrerait de la même 
manière que l'on a alors 

MP MQ _ 
AB CD^*' 
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si le point A se trouve entre G et M, ou bien 

MQ MP 



CD AB ** 



si le point C se trouve entre A et M. 



On demande de prouver que, quand dans deux trian- 
gles ABC, DEF' les angles A et D sont supplémentaires 
l'un de l'autre (c'est-à-dire que leur somme égale deux 
angles droits), les surfaces des deux triangles sont entre 
elles dans le rapport des produits des côtés qui compren- 
nent ces angles, c'est-à-dire dans le rapport de AB. AC à 
DE.DF. 

(Fac. des Se, de Paris») 

Démonstration. — Prolongeons le côté AB, dans le 
sens de B vers A, d'une longueur AG = DE, et sur le 
côté AG prenons^ à partir du sommet A, la distance 
AH = DF. 

Traçons les droites GH et BH. 

Gomme les deux angles GAH et BÂC sont supplé- 
mentaires, et que, par hypothèse, l'angle D est aussi 
supplémentaire de ce dernier angle, on a 

angle GAH = angle D, 

et, par conséquent, les deux triangles GAH, DEF sont 
•égaux comme ayant un angle égal compris entre côtés 
égaux chacun à chacun. 

De plus, les triangles ABC, AGH, comparés au même 
triangle ABH, donnent 

ABC_AC AGH _ AG 
ABH ~ ah' ABH "^ AB ' 

et divisant ces deux égalités membre à membre, il vient 

ABC _^ AB.AC 

agh'"ag.ah' 



^ 9 ■'^ " ■ ^ ' ■*■ 



■■■-»— '^ 
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c'esl-à-dire 

ABC_ AB.AC 

DEF""DE.DF'' 
Donc, etc. 

LXI. 

Les deux côtés AB et ÂG qui comprennent l'angle 
droit du triangle ABC, rectangle en A, sont respective- 
ment égaux à 6 mètres et à 8 mètres; on demande de 
calculer la hauteur AD du triangle et les surfaces des 

deux triangles partiels BAD, CAD. 

(Fac, des Se. de Paris,) 

Solution. — On a 

BC'= AB V Xc*= 36"i + 64"»^ = ioo"^% 

d'où 

BC=io», 

et, par suite, à cause de la relation connue 

BC.AD = AB.AC, 

il vient 

^^ AB.AC „ 6.8 ,„ Q 

Maintenant, on a 

BAD_AB^ 2^«.^ 
ABC HP ABC np 



d'où l'on tire 



BAD=ABC.^ = f»i.— .— , = 8-««,64, 

BC ^ '^ 

CAD = ABC.:^ = i-i. — .— , = i5"«i,36. 

BC =* '° 

10 



1 
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Lxn. 

Les deux côtés de Tangle droit d'un triangle rectangle 
sont égaux à 5™, 7 et à 8*^,3 ; du sommet de Fangle droit 
on abaisse une perpendiculaire sur Thypoténuse; on de- 
mande la surface de Tun des deux triangles en lesquels le 

triangle total a été décomposé. 

(Fac. des Se. de Paris.) 

Solution, — Désignons par X la surface de celui de ces 
deux triangles rectangles partiels qui a pour hypoténuse 
le côté du grand triangle rectangle qui est égal à 5™, 7, et 
par S la surface de ce grand triangle rectangle. 
On a 

X_ (5>7V _ 3249 

S ""(5,7)^-1- (8,3)» ■" ioi38' 

S = , «»q . ^2JAi1 = 23"S655, 

et par conséquent 

X = 23"S655 . -^^ = 7™«î, 58o8. 

Partager un triangle donné en trois parties équiva- 
lentes par deux parallèles à l'un des côtés. 

(Fac^ des Se. de Grenoble,] 

Solution — ABC étant le triangle donné, soient DE et 




FG les deux parallèles au côté BC qui parUgentoe triangle 
en trois parties équivalentes. 



On 



et par conséquent 



Gâovérmii. 


ADË AD 


ADE I 
ABC 3' 


AFG AF 
APE ^^^' 


AFG 2. 
ADE 1- 


nt 




AD I 

A-D <3 


AF 2 



i47 



Il sttit de là : 

1** Que AD et AF peuvent s'obtenir à l'aide du pro- 
blème suivant indiqué dans tous les éléments de Géomé- 
trie (Géométrie de Legendre, 9® édil. Blanchet^ III* livre, 
10* problème) : 

Construire un carré qui soit à un carré donné comme 
une ligne est à une autre. 

n^ Que AD est le rayon du cercle circonscrit au triangle 
équilatéral dont le côté est égal à A&. 

3^ Que AF est la diagonale du carré dont le côté est 
égal à AD. 

On a ainsi plusieiurs procédés pour déterminer les lon- 
gueurs AD et AF. 

On pourrait encore déterminer AF directement, sans 
se servir de AD, en ayant recours au problème déjà 
cité (1°), car on a 



.a 



AFG A F AFG a 



9 .^^ = n"» 



ABC J^'' ABC 3 



et par conséquent 



af' _ 2 

AB ^ 



10. 



1 
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LXIV. 

Dans nn triangle ÂBC, l'angle A = 45 degrés, le côté 

AB = 5", 4, le côte AC = 7", 5a; on prend, sur AB, à 

partir du point A, la distance AD = 3 mètres, puis on 

mène DE parallèle à AC. Trouver Faire du trapèze ACED. 

(Foc» des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par X cette aire, et respectiye» 
ment par S^ S^ les aires des triangles ABC, BDE. 

On a 

X = S — S', 

i — Il — âb' _ (5,4y _ çf _ 81 

S' "^ ^' "" ( AB - AD)' - (5 ,4 - 3)» - 4' "- 16^ 
d'où Ton tire 

x/_ s-y \_65 

s V"" s /""Si' 

ou, ce qui revient au même, 

65 

et, comme on sait que 

S = -AB.AC.sinA = i"*i«- • 5,4«7>52-sin45* 

=:i"1.2,7.3,76.v/2 = IO"*I,l52.\/2, 

il vient 

X = io"*ï,i52 •Tr-'»V2=o"9,376--5- y/a 

A 

= 24"S44 'ô V^ = ll°*ï,52T2. 

LXV. 

Trouver le côté d'un triangle équilatéral équivalent en 

surface k deux triangles équiiatéraux donnés par leurs 

côtés 3 et 4 mètres. 

{Fac, des Se. de Poitiers.) 
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Solution. — Désignons par x ce côté inconnu, et res- 
pectivement par X, S, S' les surfaces des triangles équi- 
latéraux dont les côtés sont égaux à :r, 3 et 4 mètres. 

Comme tous les triangles équilatéraux sont des triangles 
semblables, on a 

X S S' 



d'où l'on tire 



(f-)' " 



(f-) 



S + S' 



et comme 
il vient 

c'est-à-dire 



X = S-4-S', 



^) =3'+4' = 25 = 5S 



,m 



~-5 



,m 



ou, ce qui revient au même, 
ScoUe. — Comme on a 

5 =4 -+-(4 -3), 

on voit que le côté x est égal à la différence entre les 
côtés des deux triangles équilatéraux donnés, augmentée 
du plus grand de ces deux côtés. 

LXVI. 

Les côtés de trois octogones réguliers sont respective- 
ment égaux à 3 mètres, 4 mètres et 12 mètres. On de- 
mande quelle serait la longueur du côté d'un quatrième 
octogone régulier qui aurait une surface équivalente à la 

somme des surfaces des trois premiers. 

{Fat\ des Se. de Paris.) 



^ 
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Solution. — Détignons par x k côté d^nandé du qua- 
tnème ocêogone régulier^ par X sa surface, et respiectîve- 
ment par\S> S', S^' les surfaces des trois premiers octogones. 

On a 

^ — ?1 — il — S+S^4-S^ X 

s _ X 

et par conséquent 

X _ X 

xy^ 3'-i-4'+i2»' 



(f-) 



ou, ce qui revient au même, 

~y= 3'+ 4>-f- 12^=169=13% 
d*où l*on déduit 



X 

~=i3, 



c^est-à-dire 



X 



= i3«». 



Lxvn. 

Tracer une circonférence passant par deux points A 
et B, «t taoïgente k une droite donnée CD. 

SoitUion. — * Joignons les deux points A et B, et distin- 
guons deux cas : 

Premier cas. — Les deux droites AB et CD sont paral- 
lèles. Dans ce cas, si l'on élève une perpendiculaire EF 
sur le milieu de AB, cette droite EF sera aussi perpendi- 
culaire sur CD, et comme elle passera par le centre du 
cercle cherché, son point de rencontre G avec cette droite 
CD sera le point de contact de cette même droite avec ce 
cercle. 

La solution du problème se trouve alors ramenée à 
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celle d'un problème connu : Faù^ passer un cercle par 
trois points donnés A, B, G, 

Si Ton a recours à ce problème pour achever la soi«i~ 
tion, la circonférence que Ton obtiendra sera bien tan- 
gente à la droite CD, attendu que dans cette circonférence 
la droite EF sera la direction d'un diamètre^ et que cette 
droite CD sera perpendiculaire à Tune des extrémités G 
de ce diamètre. 

Second cas. — Les deux droites AB et CD ne sont pas 
parallèles. Soit F leur point de rencontre. 




Si l'on désigne par E le point de contact de la droite CD 
avec la circonférence cherchée, on a 

EF* = AF.BF, 
et par conséquent, pour avoir le point E, il suffit de con- 
struire uiie moyenne proportionnelle entre les deux 
droites AF et BF. Cette moyenne proportionnelle est la 
distance du point E au point F, 

Ayant ainsi déterminé le point E, si Ton fait passer 
une circonférence par les trois points A, B, E, cette cir- 
conférence sera la circonférence demandée, c'est-à-dire 
qu'elle sera tangente à la droite CD, attendu que si elle 
n'était pas tangente à cette droite, elle la couperait en un 
second point G, ce qui donnerait 

AF.BF = EF.FG, 

et, par suite, 

ef.fg = ef', 

c'est-à-dire 

FG == EF, 
égalité impossible. 
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Scolie. — Le problème précédent est toujours possible, 
toutes les fois que les deux points A et B sont situés d^iin 
même câté de la drohe CD, et il est toujours évidemment 
impossible dans le cas contraire. 

Lxvra. 

A et B étant les extrémités d'une droite AB parallèle 
à une droite indéfinie MN, et le point C étant le pied de 




la perpendiculaire abaissée du point milieu de AB sur 
cette droite MN, démontrer que si l'on joint les deux 
points A et B avec ce point C et avec tout autre point D 
de la même droite MN, on a 

angle ACB > angle ADB. 

Démonstration. — Traçons la circonférence qui passe 
par les trois points A, B, C. 

On sait (II® Partie, LXVII) que cette circonférence est 
tangente à la droite MN. 

Il suit de là que le point D est hors de cette circonfé- 
rence, et que par conséquent la droite AD rencontre l'arc 
de cercle AÇB en un certain point E. 

Si l'on joint ce point E au point B, on a 

angle ACB = angle AEB, 
angle AEB = angle ADB + angle DBE, 

et par conséquent 

angle ACB > angle ADB. 
Donc, etc. 
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Scolie 1% — Ce théorème est susceptible d'une plus 
grande géaëralisiftion. ' « 

Scolie II. •*— Si Ton fait mouvoir le point D sur la 
droite MN, de manière qu'il s'éloigne de plus en plus du 
point C, l'angle ADB sera susceptible de passer par tous 
les états de grandeur compris entre Tangle ACB et zéro. 

Pour le démontrer, du point 6 abaissons la perpendi- 
culaire BP sur MN, puis joignons le point A au point P, 
et considérons les deux cas suivants : 

Premier cas, — Le point D est sur la partie CP de 
MN, par exemple en D' : 

Soit D'I la perpendiculaire abaissée de ce point D' 
sur AB. 

On a 

angle AD'B = angle AD'I + angle BD'I, 
et par Conséquent 

AI m_ 

.^,« tangAiyi H- tangBD'I D'I "*" D'I 

tangAD'B= ^ » _ 



I — tang AD' I. tangBD'I _J^ ^ 

' D'ID'I 
AB.D'I 



D'i'— AI.BI 



Dans cette [dernière expression de tangAD'B, il n'y a 
que les longueurs AI et BI qui changent avec la position 
du point D', et plus le point I est près du point B, plus 

leur moyenne géométrique v^AI.BI est petite. 

Maintenant, si Ton suppose que le point D' parcourt 
la droite CP, en allant de C vers P, le produit AI.BI 
ira en décroissant d'une manière continue [*) depuis la 



{*) Une quantité qui, en variant, passe d'une valeur A à une autre 
valeur B est dite varier d'une manière continue dans cet intervalle, lors- 
qu'elle passe par toutes les valeurs intermédiaires comprises entre A et B. 
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taleur ( — \ jusqu'à zéro, et par cousëquent le rapport 

trigonométrique taiig ÂD'B ira lui-même en diminuant 
d'une manière continue depuis la valeur de 



tai3g A€B I = 



[__A6jyi_l 
^--(t)'J 



jusqu^i la valeur de 

tangAPB^=AË^, 

c*cst'^*<lire que Tangle AD'B passera par tous les étals de 
grandeur compris entre les deux angles ÂCB et APB, et 
ira constamment en diminuant. 

Second cas, — Le point D est situé au delà du point P 
par rapport au point C : 

Soit DG la perpendiculaire abaissée du point D sur AB. 

On a 

angle ADB == angle ADG — angle BDG, 

et par conséquent « 

AG BG 
tang ADB = ^^ngADG ^ tangBDG __DG_^G^ 
^ 1 4- tang ADG. tang BDG AG BG 

'"*"dg*dg 

AB.DG 



li**ai^^ '• 



DG^-hAG.BG 



Dans cette diernîère expression de tang ADB, îl n'y a 
que les longueurs AG et BG qui changent avec la posi- 
tion du point D, et plus le point G T&st éloigné du point B, 
•plus le produit de ces deux longueurs esi grand. 

Maintenant, si l'on suppose que le point D parcourt la 
partie PN de la droite MN, en s'éloignant de plus en 
plus du point P, le prodnit AG.BG ira en augmentant 
d'une manière ooncinue depuis la valeur zéro et pourra 
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devenir aussi grand que Ton voudra, et par ûotaséquent 
le rapport trigonomëtrique tangADB ira en diminuant 

depuis la valeur de tang APB f = — | et pourj'a devenir 

aussi petit que Ton voudra, c'est-à-dire que Tangle ADB 
passera par tous les états de grandeur compris entre Tangle 
APB et zéro, et ira constamment en diminuant. 
Donc, etc. 

LXIX. 

Construire graphiquement un triangle dont on con- 
naît la base, la hauteur et F angle opposé. 

(Fac. des Se. de Paris,) 

Solution. — Soit BC la base donnée. 
Nous désignerons les deux autres quantités données, 
savoir : la hauteur par H, et Tangle par ùl. 




Au point 13 élevons, sur la base BC, une perpendicu- 
laire de longueur BD égale à H, et par son extrémité D 
traçons une parallèle MN à BC. 

Maintenant, sur la droite BC considérée comme corde, 
et du même côté de cette droite que la parallèle MN, dé- 
crivons un segment capable de l'angle a. L'arc de ce 
segment coupera généralement la droite MN en deux 
points A et A', et en joignant l'un de ces points, par 
exemple A, aux deux points B et C, on a un triangle ABC 
qui satisfait évidemment à la question. 

La jonction du point A' aux deux mêmes points B et C 
donne "un secoivd triangle A'BC sarisfarisint k laq^nesûon, 
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mais si Ton remarque qae Ton a 

arc A' B = arc AC, arc A' BC = arc ACB, 
et, par suite, 

CA'B = GAC, CA'BC = CACB, 

ce second triangle est égal au premier, et par conséquent 
il ne peut être considéré comme une seconde solution • 

De plus, il est aisé de voir qu'il ne peut y avoir que la 
seule solution signalée précédemment : car, du moment 
qu'un triangle AiBiGi de base BiCi égale à la base don- 
née BG remplirait toutes les conditions voulues par l'é- 
noncé de la question, son sommet Ai serait nécessaire- 
ment situé sur une parallèle à la base Bi Ci menée à une 
distance de cette base égale à la hauteur H, et aussi sur 
Tare d'un segment capable de l'angle a décrit sur cette 
même base BiGi, conmie corde. 

Discussion. — Désignons respectivement par I et K les 
points milieux des deux cordes AA^ BG du cercle qui a 
été décrit dans la solution précédente. 

Gomme ces deux cordes sont parallèles, la droite qui 
joint le point I au point K est perpendiculaire à chacune 
d'elles, et d'après le n** LXVIII, si l'on joint les deux 
points B et G au point I et à tout autre point A de la 
droite indéfinie MN, l'angle BAC peut avoir une valeur 
quelconque comprise entre zéro et l'angle BIG. 

Gela posé, pour que le problème précédent soit pos- 
sible, il faut que l'angle a n'excède pas l'angle BIG, et 
comme le triangle rectangle BIK donne 



c'est-à-dire 



tang BIK = — , 



BIG I BG 



cette condition revient à la suivante, savoir : que l'angle 
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OL ne doit pas excéder le double de l'angle dont la tan- 



, , , I BC 
génie égale-.—. 



LXX. 



Deux cordes AB et CD se coupent au point M ; on con- 
naît 

AM=2~,56, BM = 3»,6o, CD = 8°»,64. 

On demande de calculer CM et DM. 

\Fac, des Se. de Paris.) 

Solution. — On a 

GM.DM=:AM.BM, 
CM 4- DM = CD, 

et par conséquent 

CM DM 



m * m 



= 2,56.3,60 = 9,216, 



CM DM o df 

-♦-T7S- = 8,64, 



|in I ni 



d'où il suit que —^ et -^ sont les deux racines de l'équa- 
tion du second degré 

X>— 8,64x4-9,216 = 0. 
D'après cela, si l'on suppose, dans la figure^ 



il vient 



CM^DM, 



— = 4 , 32 — V(4, 32)»— 9,216 = 1 , 247, 

= 4,324- V(4>32)^— 9,216=7,393, 

c'est-à-dire 

CM=i°»,247, 

DM = 7«,393. 



i« 
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On donne une circonférence de i mètre de rayon, et 
hors de cette circonférence Xfitl point dont la distance au 
centre est égale à 8 mètres. On propose de mener par ce 
point une sécante qui intercepte sur la circonférence une 
corde égale au rayon. On évaluera, à i centimètre près, 
la partie extérieure de la sécante. 

{Fac, des Se. de Tutiause.) 

Solution . — Désignons par O le centre de la circonfé- 
rence donnée, par A le point situé à 8 mètres de ce centre, 
et par M, N les deux points de cett^ circonférence (nous 
supposerons que de ces deux points^ M est le plus voisin 
du point A) qui doivent appartenir à la sécante demandée. 

Imaginons que la sécante AMN soit tracée, et par les 
deux points A et O faisons passer une droite. 

Soient B et G les deux points de la circonférence donnée 

qui se trouvent sur cette dernière droite, B étant le plus 

voisin du point A. 

On a 

AM.AN=:AB.AC, 



et comme 



il vient 



AN = AM H- MN = AM + I -, 

AB = AO — OB = 8» — i" = 7", 

AC = AO -»- OC = 8™ + I "" = 9", 







AM 


/AM 


)- 


•9. 


ou, ce qui 


revient au même, 










/AM> 

II"; 


i« AM 

1 + ,»- 


-63 i 


= 0; 


d'où 


Ton Jéiuit 












AM 


— n-v/2 

2 
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7,4^ 


c'est 


-à-dire 











AMcï7*,45. 
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Connaissant la longueur ÂM, pour déterminer le point 
M, et par suite la position de la sécante AMN, il suffira 
de décrire du point A comme centre, avec cette longueur 
pour rayon, un arc de cercle qui eoupera la circonférence 
donnée en deux points : chacun de ces deux points pourra 
être pris pour le point M, et on aura ainsi deux solutJona, 
ce qui est évident à priori. 

Lxxn. 

Etant donné un cercle daiis lequel est inscrite une 

corde AB ayant une longueur de 5 mètres, on demande 

de mener une tangente à ce cercle, dont la partie CD, 

comprise entre le point de contact et la corde AB prolon-^ 

gée, soit égale à 6 mètres. 

(Fac. des Se. de Paris Jj 

Solution, — Supposons que les lettres C et D désignent 
respectivement le point où la tangente doit couper le pro- 
longement de la corde AB, et le point de contact de cette 
tangente. 



On a 



et comme 



AC.BC = CD 



AC==5»-+-BC, 
CD = 6«, 
il vient Téquation 

OU, ce qui revient au même, 

d'où Ton déduit 

c'esl-ft-^rc 

80 = 4". 
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Cette longueur BC étant connue, la tangente se trouve 
parfaitement déterminée. 

Lxxm. 

Construire une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes droites données^ calculer cette moyenne à moins 
de o^ooi en supposant les deux lignes respectivement 
égales à 327"^, 5 et y4^^%^^^» Justifier les procédés au 
moyen desquels le calcul se ramène à des opérations effec- 
tuées sur des nombres entiers. 

(Fac. des Se, de Céien.] 

Solution. — La première partie de la question se trou- 
vant traitée dans tous les éléments de Géométrie, nous ne 
nous y arrêterons pas. 

Désignons par x la moyenne qu'il s'agit de calculer. 

On a 

x> _ 327",5 742", 823 /ï / Q.O 

7=^ == [m • ^—^ = 327,5.742,823 

3275 742823 3275 . 742823 

10 lo* 10* 

OU bien 

X X 3275 . 742823 

d*où Ton tire 

^ = — V3275. 742823 = 493 , 2 , 
et par conséquent 

;r = 493",2. 

LXXIV. 

Un triangle équilatéral a son côté égal à 2 mètres ] de 
chacun des sommets, comme centre, et avec i mètre pour 
rayon, on décrit une circonférence^ on a ainsi trois cir- 
conférences égales m, m, m". Il s'agit : i® de construire 
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• 

la circonférence qui les enveloppe et celle qn*elles enve- 
loppent tangentiellement ^ 2^ d'évaluer les rayons de ces 
deux nouvelles circonférences, et de prendre leur moyenne 
géométrique; 3** enfin de comparer cette longueur 

moyenne avec le rayon du cercle inscrit au triangle. 

( Fac, des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par A, B, C les trois sommets 
du triangle équilatéral, et respectivement par D, E, F les 
points milieux des côtés BC, AC, AB. 

Traçons les droites AD, BE, CF. On sait que ces trois 
droites se rencontrent en un même point O (IP Partie, LVI), 
et de plus qu'elles sont, à la fois, respectivement perpen- 
diculaires sur les côtés BC, AC, AB, et respectivement 
bissectrices des angles A, B, C du triangle équilatéral 
considéré. 

Désignons par A', B^ G les trois points où les circon- 
férences w, m', m" coupent les droites OA, OB, OC, et 
par A'', B'^, C les trois points où ces circonférences coupent 
les prolongements de ces mêmes droites. 

On sait que Ton a 



AD 



= BE = CF = VÂb'— Bd'= I»". v/2'— 1='= i«. V^, 



OA = OB =^ OC = ^ AD (IP Partie, LVI) = i"> . - y/S, 

r 

et, par suite, 

OA"=OB"= 0C"= OAH-- AB m'». (I s/3-hi )= 2",i55, 

0A'= 0B'=: OC = OA — i AB =ï». (| y/I — i j = o™,i55. 

D'après cela, si du point O, comme centre, on décrit 
deux circonférences X, X', avec OA'' et OA' pour rayons 
respectifs^ on aura les deux circonférences demandées^ car 
les trois circonférences m, m\ m" seront tangentes inté- 
rieurement à la circonférence X aux points A", B", C", et 



II 
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tangenUs exlérieurement à la circonférence X^ aux points 

A', B', a. 

Maintenant, on a 

OA' . 0A'= (OA -H AE) (OA — AE) = ÔÂ'— ÂE*= ÔE ", 

et comme OE n'est autre chose que le rayon r du cercle 
inscrit au triangle ÂBG, on voit que la moyenne g45omé- 
trique entre les rayons des deux circonférences X, X' est 
égale à r. 

Quant à la valeur de cette moyenne, il vient 

VOA^OA'= OE = i BE = i». i v/5=:o-,577. 

LXXV. 

Calculer le rayon du cercle inscrit et celui du cercle 
circonscrit à un triangle dont les c6tés sont de i5 mètres, 
20 mètres et û5 mètres. 

(Fac. de$ Se. de Poitiers.) 

Solution. — Si l'on désigne respectivement par r et R 
les rayons du cercle inscrit et du cercle circonscrit à un 
triangle quelconque, par a, £, c les trois côtés de ce 
triangle, par ip son périmètre, c'est-à-dire la somme 
a+i + c, et par S sa surface, on sait que Ton a [Géomé- 
trie de Legendre, 9® éd. Blanchet, liv. III, prop. XXXIV, 
scolie et corollaire) 



d'où l'on tire 



abc 



S 
/•= -, 

P 

et comme d'aillair* on a (H* Partie, XXIV) 
(3) S = V/»(/>- a) (;>—*)(/.-«), 
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il vient en définitive 



(4) r=.)J 



(p^a)[p-^b){p^c ) 

— — > 

P 



(5) R=: ' ^^' 

i^p(p — a){p^b){p^c) 
Maintenant, pour résoudre le problème proposé, et 
pour abréger le calcul, nous ne ferons pas usage des for- 
mules (4) et (5), mais nous déterminerons S au moyen 
de la formule (3), et ensuite nous déduirons ret R des 
formules (i) et (a). 
D'après cela, posant - 

û = l5°», b= 20™, c = 25", 

il vient 

;?=3o'^ /7--a=:l5", /? — ft=:IO™, p — c=5™, 

et, par suite, on obtient 

io.i5 ^_ ^ i5 20.25 25 

r=:i"». -5 = 5°^, R=M"».-7 r- =1°^. — =12»",5o. 

3o 4*'^*^^ 2 

Scolie I. — Si, au lieu de i5 mètres, 20 mëtred et 
25 mètres pour valeurs des trois côtés du triangle, on 
donnait d'autres nombres, il serait peut-être mieux, pour 
abréger les calculs, défaire usage des logarithmes: dans 
ce cas, on ne calculerait pas S, mais simplement son lo- 
garithme à Taide de la foîrmulo (3), et ensuite le» for- 
mules (i) et (2) feraient connaître r et H. 

Scolie II, — Si on avait proposé de ne calculer qu'un 
seul des rayons r, R, il eût été plus simple de se sei^virde 
la formule (4) ou de la formule (5), au lieu de détermi- 
ner S. 

LXXVI. 

Etant donnés les trois côtés d'un triangle ABC, savoir : 
AB = i75o mètres, AC=i6oo mètres, BC=i52o mètres*, 

trouver la longueur de la bissectrice de l'angle A. 

(Fnc, fies Se, de Paris,) 

II. 
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Solution. — Désignons cette longueur par x. 

Soit D le point où la bissectrice en question rencontre 
le côté BG. 

La proposition XXXV* du IIP livre de la Géométrie 
de Legendre (9* éd., Blanchet) donne 

AB.AC = ar»4-BD.CD, 
et, par suite, 

(i) ar»=rAB.AC — BD.CD. 

Pour déterminer les deux segments BD et CD du côté BC 
en fonction des côtés du triangle, il suflît de remarquer 
que Ton a 

BD Alt 



et, par suite, 



d'où l'on tire 



CD AC' 



BC _ ABjj-AC 
BD "~ AB ' 

BC _ AB -h AC 
CD "" AC ' 



AB.BC 
®^ = AB-hAC' 

AC.BC 
CD = 



AB4-AC 

Maintenant si, dans la relation (i), on remplace BD et 
CD par les valeurs précédentes, on obtient 

A ^ . ^ AB . AC zrx* 



(AB + AC)^ 

AT» An (AB-4-AC + BC)(AB + AC — BC) 
r= AB • AC • . . — ' — rz^rz " ' 

(AB -h Acy 
et, par suite, 

v/AB.AC.(AB-|-ACH-BC){AB-hAC — BC) 

AB + AC 
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Conformément aux données de la question, cette der- 
nière formule donne 

X=:l49l"*,l6o. 

Lxxvn. 

Etant donné un cercle, on demande de déterminer sur 
sa tangente au point Â un point I tel, que, si par ce point 
on mène une droite passant par le centre O du cercle et 
rencontrant la circonférence en deux points M, M', la 
partie IM de cette droite soit égale au diamètre MM' du 
cercle. 

Application» — Le rayon du cercle est égal à 3",oi5. 

[Fac. des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par R le rayon du cercle. 
On a 

Âï'= IM .IM'== IM (IM -f- 2R), 

et, comme on doit avoir IM = aR, il vient 

Iî'=2R{2R4-2R) = 8R% 

ou, ce qui revient au même, 

AI = 2RV2, 

c'est-à-dire que AI doit égaler le double du côté du carré 
inscrit dans le cercle donné. 

Si l'on suppose R = 3"*,oi5, on obtient 

AI = 8", 528. 

Lxxvin. 

Par un point M pris sur la circonférence d^un cercle, 
on mène des cordes MA, MB, MC, MD, . . . , que l'on pro- 
longe jusqu'en A', B', C, D', . . ., de quantités AA', BB', 
ce, DD',... égales à elles-mêmes. On demande de 
prouver que tous les points A', B', C, D', • • . , sont sur 
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«ne seconde circoB£&ciice de œrde. On demande en oatre 

quel esl le rapport des surfaces des deox cerdes. 

(For. des Se. de Paris.) 

Démonstration, — Soit O le centre dn cercle anqoel 
les oMdes MA, MB, MC, MD, . • • appartiennent. 

Traçons les rayons OA, OB, OC, OD, . . . , OM, et le 
point M' étant le second point on ce dernier rayon CM 
prolongé rencontre la circonférence^ joignons ce point M' 
avec les points A', 6', C\ D', .... 

Comme on a 

MA'=2MA, MB'=aMB, MCr=2MC, MD' = 2MD,..-, 

HM'=!i.OM, 

les triangles MM' A', MM'B', MM'C, IVIM'D',. . ., sont 
respectivement semblables aux triangles MOA, M06, 
MOC, MOD, . • . , et par conséquent il vient 

MM' M'A' M'B' M'C M'D' 



OM OA 


OB 


OC 


OD 


c'est-à-dire 








M'A' 


M'B' 


M'C 


M'iy 



OA OA OA OA 

ou, ce qui revient au même, 

2.0A = M'A' = M'B'=rM'C' = M'D' = .... 

D'après cela, on voit que les points A', B', C, D', . . . 
sont tous situés sur une même circonférence décrite du 
point M' comme centre avec un rayon double de celui du 
cercle auquel les cordes MA, MB, MC, MD, . . . appar- 
tiennent. 

De plus, si l'on désigne par S et S^ les surfaces des deux 
perdes dont il vient d'être question, et dont les centres 
sont respectivement les points O et M', on a 

S ÔÂ' ÔÂ' oi' I 



S' IJ7X7' (^.OA)' ^5x^ 4 
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LXXIX. 

Les côtés de deux hexagones r^uliers sont de 33 mètres 
et de 56 mètres \ on demande quel côté doit avoir un troi- 
sième hexagone régulier pour que sa surface soit équiva* 

lente à la somme des surfaces des deux autres. 

(Fac, des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par x le côté du troisième hexa- 
gone, par X sa surface, et par A, B les surfaces des deux 
autres hexagones dont les côtés respectifs sont de 33 mètres 
et de 56 mètres. 

On sait que les trois hexagones sont des polygones sem- 
blables 'y on a donc 





X A B 




x^"" i°»^.33»~ i"«i.56»' 


d'où l'on tire 






X A-f-B 



X» i"^.(33»-h56») 

et, comme on doit avoir 

X = A -f- B, 

il vient 

x«=i= i««i(33»-f-56«), 



X = 1™. ^4^25 = 65". 



Aires de Thexagone inscrit et de l'hexagone circonscrit 

en fonction du rayon R. Calcul dans le cas de R = o°^,8. 

(Foc. des Se, de Grenoble,) 

Solution, — Désignons respectivement par 5 et S les 
aires, et par a et A les apothèmes des deux hexagones. 



268 
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On a 






côté de Thexagone inscrit = 
22' 


R, 


et 






s à" 




d'où r 


on 


tire 







A' — 

S = f.-- = 2R'i/3. 

Dans le cas de R = o"^, 8, il vient 

3 
s = i«**i —•0,64. 1 ,78205 = i"**ï,662768, 

S = I "^1. 2 . o ,64 . 1 , 7 32o5 = 2"î, 2 1 7026. 

LXXXI. 

Inscrire dans un cercle un octogone régulier. Expres- 
sion du côté de cet octogone en fonction du rayon du 
cercle. 

{Fac, des Se, de Paris.) 

Solution. — 1° Pour inscrire dans un cercle un octo- 
gone régulier, il suffit de diviser la circonférence en quatre 
parties égales, puis chaque quadrant en deux parties 
égales, et de joindre ensuite chacun des points de divi- 
sion avec ceux qui Favoisinent immédiatement (voy. Géo^ 
métrie de Legendre^ 9° édit, Blanchet^ livre IV, prop. Il, 
scolie 2). 

'iP On sait (voy. Géométrie de Legendre, 9® édit, 
Blanchet, livre IV, prop. XII) que si l'on désigne par a 
le côté d'un polygone régulier inscrit dans un cercle de 
rayon R, et par x le côté du polygone régulier d'un nom- 
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bre de côtés double, inscrit dans le même cercle, on a 

Cela posé, si a = B. ^, c'est-à-dire si a est le côté du 
carré inscrit, x est le côté de Toctogone régulier inscrit, 
et on a, dans ce cas, 

c'esl-à-dîre 



Lxxxn. 

Calculer le côté du carré équivalent à un polygone irré- 
gulier qui a 43 a mètres de contour, et tous ses côtés tan- 
gents à un cercle dont le rayon est de 54 mètres. 

(Fac, des Se, de Poitiers.) 

Solution, — Désignons par x le côté du carré. 

La surface du polygone, dont il est question dans Té- 
nonce, peut être considérée comme la somme des surfaces 
de tous les triangles qui auraient pour sommet commun 
le centre du cercle, et pour bases les différents côtés du 
polygone, et comme chacun de ces triangles aurait pour 
hauteur le rayon du cercle, la surface de ce polygone est 
par conséquent égale à la somme des bases de tous ces 
triangles, multipliée par la moitié du rayon du cercle. 
On a donc pour équation du problème Téquation 

2 
c'est-à-dire 

et par conséquent 

a? = I°'.2^3»=lo8°*. 

Obsen^atiofi. — La question précédente telle qu'elle 
avait été proposée par la Faculté des Sciences de Poitiers, 
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deyait être résolue à Taide des tables de logarithmes, et 
nous avons cru ne pas devoir nous conformer ici à cette 
prescription, attendu que les calculs nous ont paru trop 
simples pour qu'il fût convenable de recourir à ces tables 
qui, au surplus, ont iMnconvénient de ne pas conduire à 
la valeur exacte de x. 

Lxxxm. 

Calculer le rayon du cercle circonscrit à un carré dans 

lequel l'excès de la diagonale sur le côté est égal à 

6 mètres. 

(Fac, des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par x le rayon demandé. 

On a 

diagonale du carré = 20;, 

côté du carré = x y2, 
et par conséquent Téquation du problème est 

X X r-" ^ 

2 -=: ;; V 2 == 6, 

jin «m V ' 

d'où Ton déduit 



X 6 6(2-1-^) 



,m 



3(2-1- s[i) = 10,243, 

2 — i/2 ^ 



c'est-à-dire 

d: = io"",243. 

LXXXIV. 

La différence entre les surfaces du carré et de l'hexa- 
gone régulier inscrits dans un même cercle est de 4 mètres 

carrés. Trouver la surface du cercle à 0,001 près, 

[Fac, des Se. de MarseUU.) 

Solution. — Désignons par R le rayon du cercle, et 
par S sa surface. 
On a 

côté du carré inscrit = R ^2, 
côté de l'hexagone régulier inscrit = R, 
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ett par sait6| 

surface du carré inscrite: 2 A% 

3 _. 

surface de Thexagose régulier inscrit = - R^ y3. 

2 

D'après cela, on a Féquation 

de laquelle on tire 

3^_4 II 

et, par suite, il vient 

LXXXV. 

Quel est le côté du dodécagone régulier inscrit dans un 
cercle dont la circonférence est de 3™, 60? 

(Fac, des Se. de Nancy,) 

Solution. — Si l'on désigne par a le côté d'un polygone 
régulier inscrit dans un cercle de rayon R, et par x le côté 
du polygone régulier inscrit dans le même cercle, et d'un 
nombre de côtés doujble, on sait que l'on a 



4c^ = 2Rf R— i/R»— ~j 



Diaprés cela, si, dans cette formule, on suppose que a 
soit le côté de l'hexagone régulier, c'est-à-dire si l'on 
fait a = R, x sera le côté du dodécagone régulier, et on 
aura 

a:^=2R»(i-^V^\ =R«(2 — V3), 

a? = R V^2 — v^. 

Telle est l'expression du côté du dodécagone régulier en 
fonction du rayon du cercle qui lui est circonscrit. 
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Maintenant, si Ton égale la circonférence de ce cercle à 
3™, 60, c'est-à-dire si l'on pose 

2îrR = 3"»,6o, 

ou, ce qui revient au même, 

il viendra 



(0 ,=i:^^v--75. 



l'^^So 
et, par suite. 



d:=:0",297. 

Scolie^ — Dans la question précédente, l'expression (i) 
de X peut être remplacée par la suivante (P® Partie, LYIII) : 

'=^(\/!-v^)' 

OU, ce qui revient au même, par celle-ci : 



LXXXVI. 

Etant donné un polygone régulier de dix-sept côtés : 
1® Trouver Tangle formé par deux côtés successifs; 
7? Y a-t-il, dans ce polygone, deux côtés parallèles? 
3° Quel est le plus petit angle formé par deux côtés 

prolongés? 

[Fac, des Se. de Paris,) 

Solution, — Pour abréger, nous désignerons par P le 
polygone donné. 

i^ La somme des angles de tout polygone de dix-sept 
côtés est égale à 

2d^(I7 — 2), 

c'est-à-dire à trente droits, et par conséquent chacun des 
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angles du polygone P est égal h 

30^' - 

ou, ce qui revient au même, à 

i58''49'24",7. 

2° Supposons qu'on ait tracé la circonférence C, qui 
peut être circonscrite au polygone P, et que a soît l'un des 
arcs de cette circonférence qui a pour corde un côté de ce 
polygone. 

Si l'on considère deux côtés quelconques du polygone 
P, ces deux côtés interceptent sur la circonférence C 
deux arcs tels, que chacun d'eux est un multiple de a, 
et comme ce polygone P a un nombre impair de côtés^ 
de ces deux multiples de a, l'un est nécessairement pair, 
et l'autre impair, d'où il suit qu'il ne peut y avoir égalité 
entre ces deux arcs interceptés, ce qui revient à dire que 
les deux côtés considérés ne peuvent être parallèles. 

3° A et B étant deux côtés quelconques du polygone 
P, désignons par w l'angle que font entre eux ces deux 
côtés prolongés au besoin, et par m.a, n,cc (m ei n sont 
deux nombres entiers, m > n) les deux arcs interceptés 
sur la circonférence C par ces deux mêmes côtés (a**). 

On a 

m -h 71 •+• a = 17, 

mesure de w = - (m.a — wa)=- [m — w)a=-(2/w — i5)a, 

2 2 ^ 

et par conséquent la valeur minimum de o) correspond à 
la plus petite valeur de 2 m — 15, c'est-à-dire à la valeur 

m = 8. 

D'après cela, si Ton désigne les côtés successifs du po- 
lygone P par les nombres 1, 2, 3,..., 17, les deux côtés 
I et 9 prolongés feront toujours entre eux le même angle, 
quel que soit le côté que l'on ait choisi pour être numé- 
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pour valeur R V^, on a ^Géométrie de Legendre, 9* édîl, 
Blanchet, liv. III, prop. XXXIV, scolie) 

2 2 4 ^ ^ ' 

Maintenant, comme on sait que . 

S'=7rRS 

et que, d'après l'énoncé de la question, on doit avoir 

S4-S'=3«S 
il vient l'équation 

3 r- 

■7RH/3 + 7rR»=3'»^, 
4 

de laquelle on tire 



3V3 + 4^ 

Cette valeur de R* donne 

S 9v/3 ^ ^ _ 

r=: — ^ = 0,87'76o3, 

i™*» 3v^3 + 47r ^ 

c'est-à-dire 

S =0"% 87 7603, 

S' = 2"% 122396. 

xc. 

Calculer le rayon d'un cercle à moins de 0,001, sachant 

que la surface de ce cercle surpasse la surface de Fhexagone 

régulier inscrit d'une quantité égale à 62"***, 25. 

[Fac, des Se. de Paris.) 

Solution. — Si l'on désigne par a* le rayon du cercle, 



(*] Cette expression de S peut être fournie immédiatement par la 
prop. XIV du IV* livre de la Géométrie de Legendre (9* édit. Blanchet). 
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on a 

surface da cercle =znx^, 

apothème de Thexagone régulier inscrit = ~ ^^ 

• 3 r- 
surface de cet hexagone = - x\ y'B, 

et, par suite^ réquation du problème est 

3 /- 

♦ ffx* a;' V 3 = 6^"*^, 25, 

OU, ce qui revient au même, ^ 

. a:^ ( ff — - y[l\ = Q2»'i,25, 
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d'où l'on tire 



X'*z=z 



62«''ï,25 i24"*i,5o 



— -i/3 27r— 3v^3 

2 






xa. 

On jdonne une couronne circulaire comprise entre deux 
circonférences conoentriques ^ la surface de cette cou- 
ronne est de 4 mètres carrés \ son épaisseur, c'estrà-dire la 
différence des rayons des deux circonférences, est de 
o"^,i4i5. On demande la grandeur de ces rayons. 

{Fac. des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par x et y ces deux rayons 

(^>r)- 

On a 

(1) jr~.j=o"^,l4l5, 

(2) 7r(.r2-^7.»J==4'"*I. 

Celte dernière équation donne 



i' — j' = 



^inq 



12 



X 

et 
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c'est-à-dire 

(3) x»^r'=i"Sa73a395..., 

et, divisant les équations (i) et (3) meaibre à membre, il 
vient 

Ayant la valeur de x — j et celle de x +y^ on en déduit 
immédiatement 

» 

xcn. , 

Calculer a O9OOI près la longueur de la circonférence 
du cercle inscrit dans un triangle équilatéral dont le côté 
est de 7", 35. 

[Fac* des Se, de Paris.) 

Solution. -^ Désignons par X cette longueur, par h la 
hauteur du triangle équilatéral, et par rie rayon du cercle 
qui lui est inscrite 

On a 

X=27rr, 
r= I A (IP Partie, LVl), 

(A)'=„.,5,-(i^)-=3(2^);. 

et par conséquent 
c'est-à-dire 



X = i3",33. 



J 



xcm. 

On donne deux cordes C=^4"?i9, C=3", aS, me- 
nées d'un même point de la circonférence aux extrémitas 

d'un même diamètre^ on demande la surface du Cercle. 

(Fac. des Se. de Poitiers,) 

Solution. — Désignons cette surface par X. 

Le carré du rayon est égal à , ' 

X 



— > 



et par conséquent oix a l'équation 

4^ = i«<i.[(4,i9)?^{3,25)»], * 
d'où 

4 
x=: 22"^, 084297. ^ 

I 

Cette valeur de X est obtenue à moins de i millimètre 
carré, 

XCIV. 

Etant donné un cercle de S^'/So de rayon, on mène 
une corde dont la longueur est i™, yS. On demande en 
millimètres carrés les aires des deux surfaces suivan^t les- 
quelles le cercle est ainsi partagé. 

[Fac, des .Se. de Nancy.) 

Solution. — Désignons par S et S' ces deux surfaces 
(S<^S'), par X le plus petit des deux arcs sous-tendus par 
la corde de longueur i™, yS, et par T la surface du triangle 
formé par cette corde et les deux rayons allant à ses ex- 
trémités. 

On a 

12. 
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et 

(a) ^ = „(3.5o)._-L. 

Cela posé, détcrminous le rapport —9 on a 






sin 

2 3y5o 



d'où Ton déduit 

or 
2 

X 
2 



log sin - = logo ,25 = 1 , 3979400, 

f=i4»28'39",o4 
à = i&'Sf i8",o8 = Io4238^o8, 
et comme 180*^ = 648000'', il vient 



(^) 



_ 1-04238,08 13,02976 

7r*3,5o 648000 81 

De cette dernière équation, on tire 

X ff .3, 5o. 13,02076 ^o « ^w 

— = 81 =i,76876'65- 

T 
Déterminons maintenant le rapport-— 9 et pour cela 

désignons par h la distance du centre du cercle à la corde 
de longueur 1", 75. 
On a 



s/' 



et, par suite, 

— = i^- V4, 375. 2,625 = -^^ v'Ts = 2 ,965253. 

.ir T 
Les rapports -^7 -—étant calculés, les équations (i) 



^ géOmétrib. i8i 

e( .( 2 ) donnant enfin 

S S' 

= o , 1 3oo8o, -- — = 38 , 354430^ 



c est-à-dire 

S = 1 3oo8o'»°»i, S' = 38354430»»^. 

xcv. 

La surface d'un secteur circulaire est de 3"*ï,i8; son 
angle au centre de 54^ 18'. Quel est, à 0,001 près, l'arc 
de ce secteur? 

On fera usage de la méthode d'Oughtred pour la multi- 
plication abrégée. 

{Fac. des Se, de Poitiers,) 

Solution, — Désignons par x la longueur de l'arc. 
Le rayon de cet arc est égal à 



i8o« 



a? 

— 9 



54«l8' ir 

et, par suite, on à Téquation 



c'est-à-dire 



d'où 



54"' I»' .r-'' •'^' 



300 ^ ^ r, 

loi ir 



x^=z i""ï,9i86.ic=:6"'*ï,o2746o,. 

jîé=:2™,455^ 



xcvi. 

Evaluer à de mètre carré près les deux segments 

100 * ^^ 

dans lesquels la surface d'un cercle est divisée par une 

corde égale au rayon. On supposera le rayon égal à 

7 mètres. 

[Fac. aes Se. de Toulouse.) 

Solution^ — Désignons par X et Y les surfaces deman- 
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dées des deux segments (X<[Y), par S la surface du 
triangle qui a pour base la corde égale au rayon et pour 
sommet le centre du cercle, et par h la hauteur de ce 
triangle. 
On a 

X Y , , 



r'7-T5i' 



|»<l 2*1 



^ * 

et par conséquent 

^ = 49(1-14=4,44. 

c'est-à-dire 

Xx=4«^44. 

Y=i49»*ï,5o. 

xcvn. 

Calculer, dans un cercle dont le rayon égale a mètres, 

la surface du segment compris entre un arc de i3o de^ 

grés et sa corde. 

(Foc. des Se* de Paris,) 

Solution. — Désignons cette surface par X. Représen- 
tons aussi, dans le cercle de rayon égal à 2 mètres, par A 
là surface du secteur dont l'arc est de i3o degrés, par B 
la surface du triangle formé par la corde de cet arc et par 
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les deux rayons allant aux extrémités' de cette corde, et 

enfin par a la longueur de ce même arc de i3o degrés. 

On a ^ 

X = A — B, 

A « 





I 


inq |m' 




B 2.2. 
jiiiq 


,810 130** . - ^ 

= 2 sm 50**, 

2 




(^) 


i3o» i3 




TT 


90' 9 


et 


par conséquent 






X 


i3 . ^ 




i»q 


— TT — 2sin5o®. 
9 


• 


Maintenant, on a 


- 




i3 

TT 

9 


= 4,537856, 



log ( 2 sin 5o°) = log 2 H- log sin 5o** 

= o,3oio3oo -H 1,8842540 
= 0,1852840» 
2 sin So** = 1 ,532089, 

et par conséquent il vient 

• ■> 

-^ = 4,537856 — 1 ,532089 = 3,005767, 

c'jcst-à-dire 

X = 3"S 005767. 

xcvm. 

Calculer en hectares, ares et centiares, la surface d'un 

segment compris entre un arc de 60 degrés et sa corde, 

dans un cercle dont le rayon est de 876 mètres. 

Résoudre par loga ri ih mes . 

(Foc, des Se, de Paris et de Poitiers,) 

Solution, — Désignons paf X la surface demandée du 
segment, par S celle du triangle qui a pour base la corde 
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de Tare de 60 degrés et pour sommet le centre du cercle, 
et par h la hauteur de ce triangle. 
On a 

Tïî + 7^ = 3 '-876. -- = 1r.292.438, 
« =1.8,64 =438.A 



"'(A)-=(8,e,-(2j5)-^3(!2Ê)-=3,438,. 

I 

d'où l'on dëduit 

/v S\ l Iog7r = 0,497 14987 

log 7^ + 7=?)=-^ '"8 292 = =» ,46538285 
^ ' \ +log438=2,64i474ii 

l«g(-^ + 7lï)=5,6o4oo683 

(•) 725+7^ = 401797» 

'<'STï;=^l«s3 + Iog438, 

/ 2 log438 = 5,28294822 
%7ïnr=^%438 + log-= +i,og3 = o,23856o62 



2^ 

*^g7;nï = 5,52i5o884 



(2) — = 332283. 



Les égalités (1) et (2) donnent 



69514, 



,inq 

c'est-à-dire 

X = 695i4'«i = 6«* 95» i4 



ra 
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XCIX. 

Dans le cercle O, l'angle au centre AOB = 3o°; on 
sait en outre que la surface du triangle AOB (ce triangle 
est formé par les deux rayons 0A> OB et la corde de 
l'arc AB = 3o®) surpasse de 2 mètres carrés la surface du 
segment AMB (l'arc de ce segment est l'arc AB = 3o**) ; 

on demande de calculer le rayon du cercle à 0,001 près. 

(Fac. des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par x ce rayon, par S la sur- 
face du triangle AOB, et par S' celle du segment AMB. 

On a 

S — S' = 2"% 

S-t-S'=-^ = — nx^y 

2 12 

et "en ajoutant ces deux équations membre à membre, il 
vient 

2S = 2"»ïH nx\ 

12 

De plus^ on sait que 

2S = OA.OB.sin AOB = ^. sin 3o*> = - x\ 

2 

et par conséquent l'équation du problème est 

1 I 

12 2 

d'où Ton tire 

X = I" x==r==2™,897. 



V/-5 



TT 



c. 

On a deux cercles, dont l'un a 20 'mètres de rayon, 
l'autre 21. Chercher le rayon d'un cercle dont la surface 
égale la somme des surfaces des deux autres cercles. 

(Fac. fies Se. de Paris.) 



1 
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Solution. — Désignons par x ce rayon. 
On a 

^(^)'=^(20)«-htr(2i)% 
OU, ce qui revient au même, 

(^)=(2o)'+(a')!=84i = (29)'. 
et par conséquent '^ 

c'est-à-dire 

X — ag». 

CI. 

Calculer, par logarithmes, le côté d'un carré équiva- 
lent à la couronne comprise entre deux cercles concen- 
triques donnés par leurs rayons 

R = I », 3456 , r = o», 3458. 

(F«c. d£s Se, de Poitiers.) 

Solution. — Désignons par j: la longueur de ce côté. 
On a 

j:' = ttR*— 7rr*= 7r(R -h r) (R -— r) = i"1.7r. 1,6914 -0,9998, 

et par suite 

( log7r = 0,497 1499 

2 log — = ) -f- log i ,6914 == o, 2282463 

logo,9998 = T,9999i3i 

^'^87^=0*7^53093 

log ~ = o, 3626546 



— =2,3o5.- 

I in ' 

X = 2"*,3o5. 
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en. 

Un point O est à i mètre au-dessus d'un plan horizon- 
tal. On conduit par ce point des plans inclinés de 
45 degrés; montrer que les traces de ces plans sur le 
plati horizontal sont tangentes à une circonférence de 
rayon égal à i mètre, et dont le centre est la projection 

du poinl O sur ce plan. 

{Foc. des Se. de Poitiers,) 

Démonstration, — Désignons par M le plan horizon- 
tal, par I la projection du point O sur ce plan, par P Fun 




des plans inclinés de 45 degrés, et par AB sa trace sur le 
plan horizontal. Du point I abaissons IK. perpendiculaire 
sur la droite AB, et joignons le point O au point K. 

D'après là proposition Vil du V® livre de la Géométrie 
de Legendre (9® édit. Blanchet), la droite OK est per- 
pendiculaire sur AB, et par suite l'angle rectiligne OKI 
est Tangle correspondant au dièdre aigu formé par les 
deux plans M et P, c'est-à-dire que Ton a 

angle OKI = /^5\ 

Cette égalité entraine la suivante : 

angle lOK = 45*, 

et par conséquent le triangle rectangle OIK est isocèle, 
c'est-à-dire que Ton a 

IR=OI = i"». 

On peut donc conclure de là que le point I est à une 
distance de 1 mètre de chacune des traces sur le plan 
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horizontal de tous les plaus inclinés de 4^ degrés dont 
il est question dans F énoncé. 
Donc, etc. 

cm. 

On suppose que trois droites, Ox, Oj-, Oz,. partant * 
d'un même point O, font entre elles les angles sui- 
vants : 

anglea:0/ = iio", 

angle j:0z = ii3*>y 

àngle^O a = 1 37**; 

on demande si les trois droites sont dans un même plan 
ou dans des plans différents. Si on affirme que les trois 
droites sont dans un même plan, il faudra le démontrer^ 

ainsi que le contraire. 

(Fac. des Se, de Paris.) 

Solution. — D^abord, pour que les trois droites Ox, 
Ojr, Oz soient, situées dans le même plan, il faut et il 
suffit que Ton ait 

angle J? Oj^ -f- angle xOz-i- angle yOz^ 36o®.^ 

La nécessité de cette condition est évidente, et sa suffi- 
sance résulte immédiatement du théorème suivant : 

La somme des angles plans qui forment un angle solide 
convexe (et par conséquent un angle trièdre), est toujours 
moindre que quatre angles droits. 

La démonstration de ce théorème étant dans tous les 
éléments de Géométrie, nous ne la reproduirons pas ici. 
(Voir Géométrie de Legendre, 9® édit. Blanchet^ "V® livrée 
prop. XXXVI.) 

Maintenant, comme on a ' 

I io« -M i3*-h i37"= 36o% 
il s^eusuit que la question posée est résolue. 



9 I 

GÉOMÉTRIE. 189 

CIV. 

La hauteur d'un prisme droit est de p", 1 . Chaque base 
«st un rectangle dont l'un des deux côtés est le double de 
l'autre; les quatre faces latérales, jointes aux bases infé^ 
rieure et supérieure, fournissent une aire totale de 
a8 centimètres carrés. On demande l'aire de chacune 
des faces latérales et de chacune des bases. 

{Fcic, des Se, de Paris,) 

Solution. — Le prisme est un parallélipipède rectangle, 
et on sait que dans un tel parallélipipède, les quatre faces 
latérales sont des rectangles égaux deux à deux. 

Désignons respectivement par A et A' les surfaces du 

plus grand et du plus petit de ces quatre rectangles, par B 

la surface de chacune des deux bases du prisme, et par 

X le plus petit côté de chacune de ces deux bases. 

On a 

A X 

=n 2 • — '0,1, 



™ 0,1, 



A' __^ 

juiq , 

2 



2 (A -H A' 4- B) = O«»9,0028,. 

et par conséquent 

2 [3— .0,1 -f 2 f ^j J =0,0028. 

De cette dernière équation^ on tire 

X — 0,3 4- vo,oQ-f- 8.o,ooi4 ,^ o 

— = r^T^^ =0,0045298. . ., 

et par suite, il vient ^ 

A = o"^, 00 09 06, 
A' = o"*^,oo 04 53, 
B = o™i,oooo 4i. 
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cv. 

Le volume d'un parallélipipèdedroit est égal à 476a"*^,7 . 
Ses trois arêtes contiguës à un même sommet sont entre 
elles comme les nombres 3, 5, 7. Quelle est, en mètres, la 
grandeur de ces trois arêtes? 

Calcul à faire par logarithmes. 

(Fac, des Se, de Poitiers.) 

Solution, — Désignons par x,y^ z les lopgueurs deman- 
dées des trois arêtes. 
On a, par hypothèse, 

. jp r t 

3~"5~"7 

et 

xr2 = 4762'»S7, 

d'où l'on lire 

/f\'^ (^\^ /*\'— f y g __ -^jg _ 476^*"% 7 

\^3/ "" \5y ~ \7/ "~3'5*7~" 3.5.7"" 3.5.7 ' 

et par conséquent 

, 8572"S86 

7 
iiûo67"%5 

^ 46674'°%4.6 
^ = 3~^' 

En appliquant les logarithmes, il vient 

X ( log 8572,86 = 3,933 1258 
^i"* ~" ( — Iog7 =1,15490196 

X 

3 log— = 3,0880278 
^ = 10,699, 

.r = 10™, 699. 
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3w21 - P®^ ' >9o67»5 = 5,0757933 

ï" ( — log21 . . . = 2,67778071 

31og;jis = 3,7535740 

^ = 17,832, 
j^ = i7»,832. 

3loc J- = j '0846674,46 = 4,6690793 
^i» l—log 3.... = 1,52287875 

3'o6^ = 4.>9'958i 

•«g ■J^= 1.3973193 

,„ =24.964. 
s = 24",964. 

Lorsque la valeur de x a été obtenue, on aurait pu cal- 
culer j* et z plus rapidement en faisant usage des égalités 

5 7 

CVI. 

On donne trois cubes : le premier a 3 mètres de côté, 

le second 4 mètres, et le troisième 5 mètres. On demande 

quel sera le côté d'un quatrième cube dont le volume 

égalera la sonmie des volumes des trois cubes donnés. 

{Fac, des Se. de Paris et de Poitiers.) 

Solution, — Désignons par x ce côté. 
On a 

^~ V=: 33 -h 4' H- 5^=r 216 = 6% 



3 
m 
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et par conséquent 



X 



-—=6, c'est-à-dire xznô"*. 



,m 



cvn. 

On fabrique avec de For dont la densité est 19,362 

des feuilles qui ont 0,001 de millimètre d'épaisseur. 

Quelle surface pourra-t-on recouvrir avec 3o, grammes 

de ces feuilles ? 

[Fac. des Se. de Paris.) 

Solution, — Désignons par X la surface demandée. 

Pour plus de simplicité, on peut évidemment supposer 
que cette surface est un rectangle ou un carré, et par con- 
séquent, si elle est complètement recouverte d'une couche 
d'or ayant partout 0,001 de millimètre d'épaisseur, le 
volume de cet or sera égal à 



[*="^io*r — -0,0001. 



D'après cela, Téquation du problème est 

X * 

io*« — •0,0001.19,362=30, 

d'où l'on tire 

ï'^i 19,362 ' tî^ ». 
ou, ce qui revient au même, 

X = i"»S549426. 

cvin. 

Dans tout tétraèdre, les quatre droites obtenues en 
joignant chaque sommet avec le centre de gravité de la 
face opposée se coupent en un mênie point. 

Démonstration. — Soit ABCD un tétraèdre quel- 
conque. 

Prenons les points E, F, G respectivement milieux 
des côlés AB, BC, CD de ce tétraèdre, et traçons les 
droites AF, CE, BG, DF. 



Dé$igpons par I le point de rencontre des deux droites 
AF et CE, et, par K celui des deux droites BG et DF, 



On sait que ces deux points I et K sont respectivement 
les centres de gravité des deux faces ABC, BCD, et que 
ron a (U* Partie, LVI) 

Y^ AF_DF_ 

(0 ÏF^KF"'^- 

Maintenant, traçons les droites AK et DI. Comme ces 
droites sont dans le plan du triangle ADF, elles se cou- 
peront nécessairement en un certain point O. 

Joignons les deux points I et K. 

D'après la proportion (i), cette droite IK est parallèle 
k AD, et par conséquent les triangles ADF, AOD sont 
respectivement semblables aux triangles IFK, lOK. On 
a donc 











AD AF 
IK IF 


3, 










AO AD 




et, 


par 


conséquent, 














^^ 3 




ou 


, ce 


qui 


revient au même, 


■ 










AK , 
OK-^- 





i3 
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Cette dernière égalité montre que, si Ton joint Tan 
quelconque des trois soinmets B, C, D avec le centre de 
gravité de la face opposée, la droite ainsi obtenue coupera 
la droite AK au quart d'elle-même k partir du point K. 

Donc, etc. 

Scolie. — Lorsque le tétraèdre ABCD est régulier, 
chaque droite, telle que AK, joignant un sommet de ce 
tétraèdre avec le centre de gravité de la face opposée est 
perpendiculaire sur cette face, et les quatre droites ainsi 
obtenues sont égales entre elles. 

Car, dans ce cas, le point A est également distant des 
trois sommets B, C, D, et par conséquent sa projection 
sur le plan du triangle BCD est le centre du cercle cir- 
conscrit à ce triangle, lequel n'est autre que le point K. 

De plus, Tégalité évidente AF s: DF donne AI = DK, 
et par suite les deux triangles rectangles ADI, ADK sont 
^aux comme ayant l'hypoténuse égale et un côté ^al, 
d'où Ton conclut AK =Z3 DI. 

D'après cela, le tétraèdre étant toujours supposé régu- 
lier, le point O est également diâtani des quatre faces de 
ce tétraèdre, et par conséquent il est le centre de la sphère 
qui lui est inscriteà 

Le rayon de cette sphère est illôrs égal à OK, ou, ce 

qui revient au même, à -5- > et les triangles rectangles 
AKF, ABF donnent 

— 3 — 2 — t — t AF AF 
AK =AF — FK =AF ^tL^zzzS , 

9 - 9 

AF =AB — BF ==AB -.!îf-=:3.^, 

4 4 



d'où l'on tire 



AK AB ,- 
3 9 
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CIX. 

Un lëlraèdre régulier a pour côté 1 mètre. On propose 

d'éTalaer : i® âa surface, a® son volume, 3^ le rayon de 

la sphère inscrite à ce tétraèdre. 

[Foc, des Se, de Paris.) 

Solution. — Supposons que lé tétraèdre régulier donné 
soit le tétraèdre ABCD dont il a été parlé dans la question 
précédente. 

Désignons par S la surface de ce tétraèdre, par V son 
tolume, et par r le rayon de la sphère qui peut lui être 
inscrite. , 

i« On a (n^* Partie, CVm, scolie) 



1 



ce qui donne 



surf. ABC = BC~ v^=:fl^^, 

el, par suite, il Tient 

S==Ïb\v^. 

Cette dernière formule donne, dans Thypothèse 
AB =: I mètrcj 

On aurait pu obtenir la surface du triangle ABC sans 
avoir recours à AF, en se servant de la formule connue 
de Taire d'un triangle en fonction de ses trois côtés 
(n« Partie, XXIV). 

0? On a (n« Partie, CVUI, scolie) 

Dl AK AB 17; 



et comme 



V = surf. ABC. 5î, 

6 



i3. 



I 
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il vient 

4 9 ï^ 

Cette dernière expression de V donne^ dans l'hypothèse 
ÂB = I mètre, 

V = i»«-— v^ = o'»%ïi785iï3o. 
3^ On a (!!• Parrie, CVIII, scolie) 

m 

^8 là 
.= -V6. ^ 

et par conséquent, dans Thypothèse de AB = i mètre, il 
vient 

r= I». - ^ = o'",a7a. 
9 

ex. 

On donne un cercle dont le rayon est de 1 o mètres, et 
Ton y inscrit un triangle équilatéral. On demande le 
volume de la pyramide qui aurait ce triangle pour base 
et une hauteur égale à i a mètres. 

L'approximation doit être, faite sauf erreur d'un cen- 
timètre cube. 

(Foc, des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par X le volume demandé, et 
par S la surface du triangle équilatéral inscrit dans le 
cercle donné. 

Qn a 

S 12 ___S_ 

i«»q' 3 7^**' 

I{Géom, de Legendre, 9^ édit. 
Blanchet, L. IV, prop. XIV) 

et par conséquent 

X. 3 — 

-^ = -^» io^\^3.4 = 3oo.^^ = 5 19,61 5 243» 









X 

|mc 


. 


S 


= 


3 
V 


10». 


v^, 



GÉOMÉTRIE. . 197 

:ou^ ce qui revient au même, 

X = 5i9»%6i5243. 

CXI. 

La plus grande pyramide d'Egypte a i46 mètres de 
hauteur; sa base est un carré dont le côté a 387 mètres. 
Le sommet du Panthéon est à 79 mètres au-dessus du 
pavé. On imagine un prisme droit dont la base carrée 
aurait pour côté la hauteur du Panthéon, et dont Féléva- 
tîon serait celle de la pyramide. On demande de comparer 

le volume de la pyramide et du prisme. 

{Fac, des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons respectivement par X et Y les 
volumes de cette pyramide et de ce prisme. 
On a 

= I»^ 3. 79^146,. 



x = 


i'»«.237' 


146 
3 "~ 


i"".3». 


•79'- 


i46 
3 


Y = 




i46, 






• 


et par 


conséquent 


X_ 
Y ~ 


3. 


• 



cxn. 

Une pyramide est donnée dont la hauteur est de 3o",45, 

et la base un carré dont le côté est de 5 mètres. Calculer 

le volume de la pyramide. 

(Foc. des Se, de Paris,\ 

Solution, — Le volume de la pyramide est égal à 

mn c, 3o,45 

c'est-à-dire à 

253"% 750. 

cxin. 

Etant donnée une pyramide SA6C, on mène un plan 
parallèle à la base ABC, lequel forme la petite pyramide 



1 
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Sabc. On demande à quelle distance de la hase doit être 
mené ce plan pour que le volume de cette dernière pyra- 
mide soit le huitième du volume du tronc de pyramide 

compris entre les deux bases. 

(Foc. des Se. de Paris.) 

Solution. •^— Désignons par x la distance demandée, 
par h la hauteur de la pyramide SABC, par B la surface 
de sa base, et par b la surface de la section abc. 

On a 

vol. SABC = B.^, 

vol. Sabc = b' — - — , 

S 

et comme on doit avoir 

I 
vol. Sabc = ^ (vol. SABC — vol. Sabc), 

c'est-à-dire 

vol. Saôc = i . vol. SABC , 
9 
il vient l'équation 

, A — X I ^ A 

b -_ = -.B.:r, 

393 
que Ion peut écrire sous la forme 



A — ir B 

9—fr--- 



Â' 



et qui, jointe k la relation connue 

B h* 



b {h -— xf 



donne finalement 



9* 



h — .1 



//' 



h (h — xy 

ou, ce qui revient au même, 

( 



/* — x\^ I 
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De cette dernière équation on tire 



h — X 



'-\fi-n=i^'- 



h 
et, par snice> . 

j: = /i ( I— - 5^^51 = ^.0,51925. 

CXIV. 

On détache d'une pyramide tri^pgul^ir^» par ]Qn plan 
parallèle à la basa mené à 2 mètres du sommet, \in tKonc 
dont on demande le volum^e, en prann^t la di^fér^nce des 
volumes de la grande et de la petite pyramide. Les côtés 
de la base de la pyramide donnée so^t i3 mètres, i4 mè* 
très et i5 çiètres. La bauteur de cetjte pyramide est de 

16 mètres. 

[Ftfc. des Se, de Poitiers.) 

Solution. — Désignons par X le volume demandé, 
par B, b les surfaces des bases de la grande et de la petite 
pyramide, et par V, 1^ leurs volumes. 

On a 

r-^ = :.,, 

D ; 

— = v/21 .(21— 13) (21— i4)(2i— 15") = 84, 

- — ^ — ' _ J_ ^ _ 64 

B~ 16» ""4. 16 ""64' i»<i~64' 
et, par suite, 

V (=F i""-^,-^) = »-s84.^ = 448% 

/ * 2\ 84 2 t. ^ 

''(='""'7=r,-3) = ''"'g|-3 = o%875. 

Ayant obtenu V cl f', il vifent 

X (~ V-- ^-J = 448'"'--- b™s875 = 447% 125. 
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a 

cxv. 

Les bases d'un tronc de pyramide sont deux hexagones 
réguliers ayant respectivement i mètre et 2 mètres de 
côté. On demande de calculer la hauteur de ce tronc, 
sachant que son volume est égal à la mètres cubes. 

[Fac, des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par x cette hauteur, et par 
B, & (B^i) les surfaces des deux bases du tronc de 
pyramide. 

Le volume de ce tronc est égal à 

et par conséquent on a l'équation 

Maintenant, on a . 

B 7} . 

d'où Ton tire 

Br=4A, 

et par conséquent l'équation (i) peut être remplacée par 
la suivante : 

(2) ^x.'jb^z 12,^^. 

De plus, si l'on observe que le rayon du cercle cir- 
conscrit à un hexagone régulier est égal au côté de cet 
hexagone, la proposition XIV* du IV* Livre de la Géo- 
métrie de Legendre (9* édit. Blanchet) donne 

2 
et par suite, à 1 équation (2) on peut encore substituer 
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la suivante : 

de laquelle on lire 

ou, ce qui revient au même, 

CXVI. 

Capacité, en hectolitres, d'un bassin de forme carrée 
(i a mètres de c6lé), dont les murs sont en talus, le fond 
étant un carré de lo mètres de côté, et la profondeur de 



2",iai 



(Fac. des Se, de Poitiers,) 

Solution, — Nous allons d'abord établir que le bassin 
est un tronc de pyramide; pour cela, démontrons la pro- 
position suivante : 

Toutes les fois que deu^ polygones semblables sont 
situés dans le même plan ou dans des plans parallèles, et 
de telle sorte que les côtés homologues soient paral- 
lèle^ (^), les droites passant par les sommets homologues 
vont concourir en un même. point. 

Démonstration. — Soient AB el BC deux côtés con- 




(*) Pour que tous les côtés homologues soient parallèles, il sufGt évi' 
demment qu'il y en ait deux qui le soient. 
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sécutifs de l*un des deux polygones, et Â'B', EtG leurs 
homologues respectifs dans Tautre. 

Menons les deux droites AA^ BR'^ et soit O leur point 
de rencontre. 

Comme on a 

AB^_JBC^ AB _ BO 

A'B'"^B'C' ^' A'B'*^B'0' 

il en résulte 

BG _ BO 

B'C'""B'0' 

ce qui indique que les trei« points C, C et O sont en 
ligne droite. Donc, e|c. 

De ce théorème, il résulte évidemment que le t)assin 
est UA tronc de pyramide, et^ en désignant par V sa ca- 
pacité, on a 

V= i'**.io--^(i2»-hio^-f-i2,io) 

o 

= I°^7(I2'-^- 10^-1-12. lo) 

= 2548 hectolitres. 

cscvn. 

Un vase a $a paroi intérieure totalement comjposée de 
£aces planes ; ces faces «ont disposées de telle sorte, qji^une 
boule sphérique ayant o™,3 de diamètre pourrait les tou- 
cher toutes à la foi 9, tandis que le couvercle ou le plan 
horizontal du bord supérieur serait aussi tangent à la 
même sphère; les aires de toutes les faces, y compris 
celle du couvercle, forment une surface totale de o°**i,42. 
On demande combien ce vase rempli jusqu'au bord con- 
tiendrait de litres d'eau. 

(Fac. des Se. de Paris et de Poitiers,) 

Solution. — Désignons par X cette capacité. 

Soit O la position qui serait occupée par le centre de 
la boule sphérique dont il est question dans l'énoncé, si 
elle était placée dans l'inléiîeiwr du vase. 



^^^ = 42.-.- — 21, 



On peut considérer le volume de ce vase comme la 
somme des volumes de différentes pyramides, ayant toutes 
pour sommet commun le point O, et pour bases respec- 
tives la face du couvercle et les autres faoes planas qui 
composent la paroi intérieure de ce même vase. 

Or, toutes ces pyramides ont la même hauteur, savoir 
le rayon de la boule sphériqùe, puisque par hypothèse 
toutes leurs bases sont tangentes à cette boule, et par 
conséquent la somme de leurs volumes est égale à la 
somme de ces bases multipliée par le tiers de ce rayon. 

D'après cela, on a donc 

X , I 3 

c'est-à-dire 

ou, ce qui revient au même, 

X = 2I*. 

cxvm. 

Une pyramide SÂBC, dans laquelle Tarète $A égale 
24'°,638, est coupée par un plan abc parallèle au plan 
de sa base^ de manière que le volume de la petite pyra- 
mide S abc soit le dixième du volume de la pyramide 
totale SABC. On demande de calculer à o,ooi près la 

longueur Sa. 

(Foc. des Se. de Paris.) 
Solution. — On a 

vol. SABC SX^ 



vol.Sabc cJ." 



9 



et comme on doit avoir aussi 

vol. SABC 
voï.Sabe 
il vient Téquation 

SA' 



lo, 
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d'où l'on tire 



■^' sa' 

Sa = , 

lO 



cjf par conséquent 

^ SA 24-638 „ ,, 

yriO ^lO 



Deux points situes sur un même mëridien sont distants 
de 57025 toises ; quel est Tangle des verticales menées en 
ces deux points? 

La toise = 1^,949. 

Le rayon du méridien = 6 366 200 mètres. 

Calcul a faire par logarithmes. 

{Fac. des Se, de Poitiers,) 

Solution. — Désignons par X Tangle demandé. 

On a 



X 2.57025.1,949 

I**' 9r.63662oo 



d'où Ton tire 



log2 =ô,3oio3oo ' 

Iog57 025... =^4>756o653 
log-j^= ^ 4- log 1,949. ... = 0,289811 8 

— log ir = I > 5o2 85o I 

— log 6 366 200 = 7*1961197 

X — 

log ^ = 2,0458769 

•^ = 0,011114, 
X= i»o' 0^936. 

cxx. 

Pour déterminer le rayon d'une sphère O au moyen 
du compas sphérique, on a décrit du pôle P un petit 
cercle ABC, et Ton a trouvé 63 millimètres pour le rayon 
de ce cercle. La distance rectiKgne du pôle P à un point 
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de la circonférence ABC est de 87 millimètres. Quel est 

le rayon de la sphère? * 

(Fac, des Se, de Toulouse,) 

Solution. — Désignons par x ce rayon, par V le 
second pôle du petit cercle ABC, par O le centre de ce 
petit cercle, et par A l'un des points de sa circonférence. 

Traçons les droites PA, FA, AO et PF. 

On sait que cette dernière droite PF est un diamètre 
de la sphère, qu'elle passe par le point O, et qu'elle est 
perpendiculaire sur AO. 

On sait aussi que le triangle APF est rectangle en A. 

D'après cela, on a . 

PÂ'=PP'.P0, 



PO = y/pÂÂ-TaO =;= v^(PA + AO)(PA — AO), 

d'où l'on tire 

PP', , PÂ' 

(=x) = 



2 2v/{PA-f-A0)(PA — AOJ 

et par suite, conformément aux données de la question, 

il vient 

(0,087)» 



x= i">- 



a ^^(0,087 + o,o63) (0,087 — o,o63) 
2v^0,i5.o,O24 2 y^o,oo36 

= ,-.(£>2?4' = o», 063075. 

2.0,00 

CXXI- 

La surface latérale d'un cylindre droit est «, son vo- 
lume est b. On demande le rayon de la base et la hau- 
teur du cylindre. 

(Fac, des Se, de Poitiers.) 

Solution, — Désignons par a: ce rayon, et par J celte 
hauteur. 
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On a 

irx* ,y^=zb^ 

et {>ar conspuent 

X h 

n^ a' 
Cette dernière équation donne 

b 

JC = 2-» 

a 
et, par suite, il vient 

Y— Ji-\ — i ^ 

•^ \ 27ra7/ ^4**^' 

cxiai. 

Quel est le diamètre d'un cylindre dont le volume est 

de 4o hectolitres et la hauteur de o™, 8? 

(Foc. des Se. de Pans,) 

m 

Solution. — Désignons ce diamètre par x. Comme 
4o hectolitres représentent un volume équivalent à 
4 mètres cubes, l'équation du problème est 



et on en tire 






• • 



ou, ce qui revient au ûiême, 

J? • ■. ■ ' 2 ,02d* 

cxxm. 

La hauteur d'un cylindre est égale à a"*, 35^ on pro- 
pose de calculer le rayon à un centimètre près, sachant 
que la surface totale est égale à la surface d'un cercle de 

3", 24 de rayon. 

{ Fac. des Se» de Paris,) 
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Solutwn» — Désignons par x le rayon demandé. 
On a 

surf, totale du cyl.=:i"*i. i.n ( — j -h 2ir ( — j 4^,35 1» 
et par conséquent l'équation du problème est 

c'est-à-dîre 

(— j -i- 2,35.0: — 5,2488 = 0, 

d'où*l'on déduit 

X —2,35 4- \/(2,35)' -h 4.5,2488 ' 

c'est-à-dire 

a; = i"4o. 

CXXIV. 

On fait tourner un rectangle successivement autour de 
deux côtés consécutifs, et les deux volumes engendrés 
sont de 4o 000 mètres cubes et de 5o 000 mètres cubes ] 
trouver la longueur de la diagonale de ce rectangle. 

{Fac, des Se. de Marseille,) 

Solution. — Désignons par a et i les longueurs de deux 
côtés consécutifs du rectangle (a <^ i), et par x celle de 
sa diagonale. 

On a 

(i) i:a^.h^:^^Oooo^^y 

nb*,a:=: 5o ooo"*', 

et divisant ces deux égalités membre à membre, il vient 



(*) 




• 


a 

1'^ 


4 

5' 


ou, 


ce 


qui 


revient au même, 

a^ 


16 
26' 
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d'où Ton déduit 



• 




A' 


-.6' 


c'est- 


-à-dire 










X»^ 


'4i 


■ 




Ô»" 


= 7S' 


(3) 


* 


X 

a ~ 


~ 4 



Maintenant les égalités (i) et (2) donnent, en les iiiul« 
tipliant membre à membre, 

7rfl»=: 3a 000™% 

et par conséquent 



= i-.y/ 



3iooo . a/4 



ir V ir 



Portant cette valeur de a dans l'équation (3), il vient 



d'où 




X = 5». v'?! i/^ = 34», 700. 

y îT 



cxxv. 

Le volume d'un cône circulaire droit est de i stère; sa 
hauteur est de 3 mètres. Calculer (par logarithmes) le 

rayon de la base. 

(Foc, des Se, de Poitiers.) 

Solution. — Désignons ce rayon par x. 
Comme le stère n'est autre chose qu'un mètre cube, 
l*équalion du problème est 



-(7^)'-'='. 
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m 

d'où l'on lire 

et, par suite, 

2 . log I -^ j = — logTT = 1 ,5o285o I , 



I 



'^S (7^) =î,75ï4^5o» 



=:: 0,564, 



,m 



ar = o",564. 

cxxvi. 

Le volume d*un cône droit est de p de mètre cube^ le 

o 

rayon de la base est de i mètre; on demande la surface 

latérale de ce cône. 

(Fac, (les Se. de Paris,) 

Solution. —Désignons par X cette surface, par h la 
hauteur du cône, et par a son côté. 

' On a 

X fl 

■;;;::; = ^ • —7; » 

I in<] I m 

1 A — - ' 



(f„)=.+(^y. 



et par con^uent 



= 3,198375, 

ou, ce qui revient au même, 

X = S"', 198875. 



9. 

35 



»4 
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GXXVU. 

Un cylindre et un tronc de cône ont une base commune 
et même hauteur. On demande quel doit être le rapport 
des rayons des deux bases du tronc de cône, pour que le 
Tolume de ce tronc soit ^al à la moitié du volume dû 

cylindre. On calcidera la valeur du rapport à 0,00 1 près. 

(Foc. des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par R et r les rayons des d^ux 
bases du tronc de cône, et p^r h sa hauteur. 
On a 

vol. du tronc de cône = -^ ir ./i (ft' -h r* -f- Rr) 

/R\* 
vol. dn cyl. = ir R*. A = ir . A . r' • f - J » 

et par conséquent l'équation du problème est 

••i[("y-^']=(")"- 

ou, ce qui revient au même, 

De celte équation on tire 

— = I -H V^ = 2,782. 

cxxvm. 

Etablir la pr-oposiliou suivante : lorsque Tapotluème 
d'un tronc de cône égale la somni.e des rayons des bases, 
la moyenne géométrique entre ces rayoïks doqnala moitié 
de la hauteur: on obtient le volume en multipliant la 
surface totale par le sixième de celte hauteur. 

( Fac, des aSc. de Paris.) 
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Démonstration. — Si l'on désigne par R et r les rayons 
des deux bases du tronc de cône (R^r), par H la hau- 
teur de ce tronc, et par A son apothème, on ^ 

et comme, par hypothèse, 

A = R-f-r, 
il vient 

d'où ' 

Maintenant, si l'on désigne par Y le volume du ironc 
de cône considéré, par S sa surface totale, on sait que 
l'on a 

V = I . ir (R»-+- r^-h Rr) = .^ . it[(R -h r)» + R«+ r»], 

et 

S = 7r [(R 4- r) A -f- R»-H rq = tt [(R-f- r)*-t- R»4- /^], 

d'où l'on tire 

y=s.|. 

Établir la proposition suivante : lorsque la hauteur 

d'un tronc de cône est égale à quatre fois la différence 

des rayons de ses bases, son volume est la différence des 

volumes des deux sphères construites sur les doubles de 

ces rayons pour diamètres. 

[Fac. des Se: de Paris,) 

Démonstration. — Désignons par h la hauteur du tronc 
de cône, par R et r les rayons de ses deux bases (R]>r), 
et par V son volume. 

.4. 
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Ou sait que Ton a 

« , ,. R>— r» 

R — r 
et par conséquent 

T R^ — /•» 1 // 

De plus, comme, par hypothèse, on a 

A = 4lR — r), 
OU, ce qui revient au même, 

h 

il vient 
c'est-à-dire 

V=i,r{5R)'-g,r(2r)». 

Donc, etc. 



Étant donné un cône tronqué, dont la hauteur est H, 

le rayon de la base supérieure 4 mètres, celui de la base 

inférieure 22 mètres, trouver le rayon d'un cylindre droit 

de même hauteur H, dont le volume est équivalent à celui 

du cône tronqué. 

(Fac, des Se. de Paris,) 
Solution, — On a 

voL du cône tronqué = i"**- -s » • — (4^-r 22'^ 4« 2^)» 

<3 I 

et X étant le rayon d'un cylindre droit de hauteur H, on a 

/ X \ * H 
vol. de cecvl. = Tr.t'.H = i™**.;! ( — ) . — . 

\ , m / , lit 
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L^équation du problème est donc 
d'où l'on lire 



2l3 



jlU 



= i4, 



ou, ce qui revient au même» 

a:=i4". 

Le volume d'un tronc de cône est égal à 4i"%328; la 
hauteur est i", 817, le rayon de la base supérieure est 
2^,698; on demande de calculer à moins de 0,001 le 

rayon de la base inférieure du tronc de cône. 

(Fac^ des Se, de Paris,) 

Solution, — Si l'on désigne par x ce rayon, on a l'é- 
quation 

4i,3a8=r„.l^[(-f;y4-(a,698)'-h 2,698.^], 
OU, ce qui revient au même, 

d'où l'on tire 

= — 1 ,349 H- v/ 16,260647 = — r,349 "+• 4»o32 = 2,683p, 
ou, ce qui revient au même, 

X=;=2«,683. 

CXXXIL 

Un cône droit dout la base a son rayon égal à 4 mètres, 
et dont la hauteur est de y mètres, est coupé par un plan 
parallèle à cette base et distant du sommet de 5 mètres ^ 
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on demande de calculer avec quatre chiffres décimaux 

exacts le volume et la surface latérale du tronc de cône 

ainsi formé. 

(Fitc. des Se. (le Paris,) 

Solution. — Désignons respectivement par V et par S 
ce volume et cette surface, par r le rayon de la section 
faite dans le cône par le plan sécant, et par a le côté du 
tronc de cône. 

On a 

et par conséquent 

A = ^^44-4. ^^.£^^.^4» = 2^^. y/gS ==49,6^8, 

c^cst-à-dîrc 

V=74™S5433, 

S=49»*i,6228. 

cxxxra. 

Etant donné un tronc de cône divisé en deux parties 
équivalentes par une section parallèle aux deux bases, 
si Ton désigne par r le rayon de cette section, et par 
R, R' (R > R') les rayons de ces deux bases, on à 



r^ 
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Démonstratian , — Représentons, par H la hauteur du 
tronc de cône, et par h la distance de la section au ptaii 
de la base de rayon R. 

Les deux parties de ce tronc de cône déterminées par la 
section ont pour expressions de leurs volumes 

et, comme elles sont équivalentes, il vient la relation 

A(R^-f-r>4-Rr) = (H — A)(r»-4-R'»-}-rR'), 

que Ton peut écrire sous la forme 

R» — r^ r* — R'» 

a cause des égalités connues 

R2-f- /•»-+- Rr=: 

r>-|-R'3-4-rR' = 

r — a' 
De plus, it eél aisé de toir que Ton à 
{ \ R~^ _ ^ 

Multipliant les égalités (i) et ('2) membre à membre, il 
vient, toutes réductions faites, 

R» — r> = r3 — R'% 

d'où l'on tire 

R^-l-R'^ 

Donc, etc. 

CXXXIV. 

Un cylindre, inscrit dans une sphère de i mètre de 
rayon, est tel, que sa surface latérale est la moitié de la 
surface d'un grand cercle de celte sphère. On demande 
la valeur du volume du même cylindre. 

(Ffic, des Se. de Toulouse.). 



^ r 


-R' 


R'- 


-r^ 


R- 


- /' 


H — 


R'^ 
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Solution, — Désignons par 7* le rayon de la base du 
cylindre, par h la hauteur de ce cylindre, et par V son 
volume. 

La surface latérale du cylindre étant égale, comme on 

sait, à aTrrA, on a 

r A TT 
2îr ------ =-> 

c'est-à-dire 

et, par suite, 

(a) V(=,rr'A) = ,-«.^.^. 

De plus, comme toute section principale du cylindre est 
un rectangle qui a a r et A pour côtés, et qui est inscrit 
dans un grand cercle de la sphère, on a 

et cette équation, jointe à Téquation (i), donne 



d'où l'on tire 






^ 71s + 7s = v5,- 

r h 

2 



=±i/3. 

I m I lu ^^ y «■ • 

De ces deux dernières équations on conclut 

^ = J(v/5:tv/3), 
et par suite la formule (2) donne 



V:rrtl'n<~(v/5±V^). 
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En effectuant les calculs, et désignant par\^' et V^ les 
deux valeurs de V, on trouve ( à — ^ près J 

V'=;:o"'«,i94784, 
V* = o"",oï4740' 

cxxxv. 

S'il faut I centimètre cube d'or pour dorer la surface 

latérale d'un cylindre ayant o^^y5 de hauteur, eto", a 

de rayon, quelle sera Tépaisseur supposée constante de la 

couche d'or? 

(Fac. des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par x cette épaisseur, par V le 
volume du cylindre, et par W ce que devient ce volume 
après que la couche d'or y a été ajoutée. 

On a 

v=l<^«^7r.(2o)^75, 

et par conséquent 

'^•(^o-h-j^J -75 — 7r.(2o)^75 = I, 
ou, ce qui revient au même, 

(^)'h-4o(^)-5^=o, 

d'où l'on déduit 



— = — 20 -h \/4oo H ? =o,oooio6, 



c'est-à-dire 
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CXXXVI. 

On a un réservoir cylindrique de 2"*, 4o à^ profondeur ; 
il doit contenir laoo litres d^au; on demande son dia- 
mètre. 

[Fac. fies Se. de Poitiers.) 

Solution. — Désignons par x ce diamètre. 
La capacité du réservoir est égale à 

et par conséquetlt l'équation du problème eât 



|clnie 



tr { —' — I . 2 , 4o . 1 OOO = 
\2 I'»/ '^ 



I200, 

\2 I'»/ 

c'est*à-diro 



d*où Ton déduit 






0U9 ce qui revient au même, 

^ = 0^798- ^ 

cxxxvn. 

Par un point S pris sur le prolongement du diamètre 
d'un cercle on mène une tangente SA, et Ton fait tour- 
ner le cercle autour de son diamètre : la. circonférence 
décrit une sphère, et la tangente SA décrit un cône droit 
dont la base est le cercle décrit par la perpendiculaire AP 
au diamètre. On demande de déterminer le volume et la 
surface latérale de ce cône. 

jipplicalion numérique. — On suppose le rayon OA 

du cercle ?=bo",o35, et la distance OS a= o™,i25. 

{Fac, des Se ..de Paris,) 

Solution, — Désignons par V ce volume et par S cette 

surface. 



1 



GÉOMÉTRIE. 219 

On a 

(1) V = ~7r.Ap\pS, 

o 

(2) . . S = 7r.AP.AS, 

et de plus, en traçant le rayon OA, il vient . 

(3) AS ==03 —OA , 

as' " 

(5) PS =.-5-. 

De ces diverses égalités oti condiit 

„ I /AS.OAN» as' i OA /os' — Ôa'Y 
3 V os / os 3 os \ OS /' 

^. AS* - «. ôs'— 5â' 

S = ,r.OA.— =^.0A ^ 

Pour effectuer l'application numérique demandée, afu 
lieB de se servir des deux dernières formuler précé- 
dentes qne nous avons cru devoir indiquer ici, parce que 
renoncé de la question semblait les demander, il est pré- 
férable de calculer directement les distances AS, AP, PS 
au moyen des relations (3), (4)9(5), et de porter ensuite 
ces valeurs dans leâ formules (1) et, ( a). 

On obtient ainsi 

Âs'=i™*i.[(o,i25)'— (o,o35)^] 

= i"'i.(o, 125 4-0,035) (0,125 — o,o35) 
==i*'ï.o,i6.o,og==i~*ï.(o,4)*.(o,3)% 

AS = i".o,4«o»3 = o",i2, 

â «. — 0,l2.0,o35 «.00/» 

AP = I" . -2 î= — = o«, 336, 

PS = i'».îlîliîi!=o»,ii52, 
0,125 ' 

V = !"»«•- ir. (o, 336)'. 0,1 i52 = o%ooo 136195,, 

S = i"i. 77.0,336. 0,12 =o""i,oi 2667. 
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. cxxxvni. 

Indiquer le poids de la pièce d'argent de 5 francs et 
son titre. Eu déduire la qnanlilé d'argent et de cuivre 
qu'elle renferme. 

Supposant que le volume total de Talliage est la somme 
des volumes de ces deux métaux, on demande le volume 
de chacun d'eux.' 

Poids de i centimètre cube d'argent = io*,474* 
Poids de i centimètre cube de cuivre = ^ 8», 788. 

Quelle est 1 épaisseur, c'est-à-dire la hauteur du flan 
ou cylindre qui devient la pièce de 5 francs par l'em- 
preinte ? Le diamètre de ce cylindre égale o™,o37- 

(Fac, des Se. de Poitiers.) 

Solution, — La pièce d'argent de 1 franc pesant 
5 grammes, celle dé 5 francs pèse par conséquent 
25 grammes. 

Le titre des pièces d'argent est de 0,9,, c^est-à-dîre 
que chacune de ces pièces renferme les -py de son poids en 
argent pur, et le reste e^t en cuivre. 

D'après cela, si l'on désigne par x le poids de l'argent 
pur contenu dans une pièce de 5 francs, et par y celui du 
cuivre contenu dans cette même pièce^ on a 

X = 25*. 0,9 = 22*,5, 
J^=:25*.0,I= 2*,5. 

Maintenant, désignons respectivement par X et Y les 
volumes de l'argent et du cuivre contenus dans une pièce 
de 5 francs. 

Comme un centimètre cube d'argent et un centimètre 
cube de cuivre pèsent respectivement 10^,474 et 8^,788, 
on a les équations 

«^74 • Ti^c = ^2,5, 
S,,88.A== 3,5, 
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d'où l'on liro 

X aa,5 _ 

»'"« 10,4:4" ''^°' 

OU, ce qui revient au même, 

Eijfin, désignons par z la hauteur du ^7^/2 ou cylindre 
qui devient la pièce de 5 francs par Tempreinte. 
Le volume de ce cyliudre est 

\ 2 / I«^'" 

et, par conséquent, on a Téquation 
c'est-à-dire 

2 22 5 2 

^ ' icm 10,474 8,788 

d'où Ton déduit 

^1^ = 0,227, 

ou, ce qui revient au même, 

z =t: 0'^"',227. 



CXXXIX. 

Le côté d'un cône est de 28*^,5^ la surface de sa. base 

est de 6 mètres carrés. On demande de calculer la surface 

du cercle (section droite de ce cône) dont le plan est 

distant de 2", yS du plan de la base. 

(Fac. des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par X cette surface, par H la 
hauteur du cône, et par R le rayon de sa base. 

On sait que les surfaces de deux cercles sont propor- 



X 

6*1 



(ï) x^e»-! I 1 — 
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tionnelles aux carrés de leurs rayons, et que dans uq cône 
droit les rayons de deux sections droites sont dans le 
même rapport que les distances du sommet de ce cône 
aux plans de ces deux sections. 
D'après cela, on a l'équation 

de laquelle 0» lir« 

[ 5,5o '(a.75n 
"(r.) (f.)'J' 

et pour calculer les quantités ( — )? — » ^^ * les deux 
autres équations 

qui donnent 

Cette dernière équation fournira la valeur de ( — | > et 

par suite celle de — • 

Ayant calculé ces deux quantités, Téquation (i) con- 
duit immédiatemQQt k la valeur de X» 

Ckx iroi^ye aîm^i 

X = 4«»^,8967 36. 

Scolie. — La hauteur H du çôoe e$t légale à 38™, 466* 

CXL. 

Un cône droit est donné, dont la hauteur eslAm ao mè- 
Ive^y et dont le volume est de 387 mètres cul>ea. Â quelle 
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distance du saiiusiei faulnil meaer un plaH parallèle à la 

base pour en retrancher un cÔBe dont le volume soie de 

95 mètres cubes? 

(Fac, des Se, de Paris,) 

Solution. — Dësignons par x la distance demandée. 

Le cône donné et le petit cône qui doit en être retran- 
ché sont deux cônes semblables, et par conséquent leurs 
volumes sont proportionnels aux cubes de leurs hauteurs. 
{Géométrie de Legendre, 9® édit. Blanchet, livre VIII, 
propos. IV, coroll. 3®.) 

On a donc Téquation 

387 _ ' (20)» 
de laquelle on tire ^ 



( f^Y 95.(20)* _ 760000 



387 3b7 

et, par suite, 



3Joir/— ^ = (log 760000 = 5,88 

^V'V"'|-log 387 = 3,41 



log 760000 = 5,88081359 

228903 

^'®s(^) =3,29310262 

^os(-^) = ^o97 70087 

— ;= 12,523, 



c'est-à-dire 



ar= I2™,523. * 

CXLI. 

On donne Tarète d'un cône circulaire droit égale à 
3o",45,et sa hauteur égale à 25", 55. Calculer (par lo- 
garithmes) la surface latérale et le volume de ce cône. 

[Fae, des Se. de Poitiers.) 
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Solution. — Désignons respectivement par S et par V 
celte surface et ce volume. 

Le rayon de la base du cône est égal à 

i».V^{3o,45)^— (25,55)* 
ou, ce qui revient au même, à 

i».\^56.4,9» 
et, par suite, on a 

— - = 7rV'56.4>9-3o,45 = îr.426,3V'4» 

-j^ = xjr.56.4»9-25,55 = :jir. 274,4 «^5,55. 

Maintenant, si l'on applique les logarithmes, on ob- 
tient 

log7r = 0,497 14987 

S ) -h log 4^6,3 = 2,6197153 

H — log 1,4 = 0,07306402 



■^ ,mq 1 j 



S 
^^gTS=- = 3,19992919 



8= i584™s6346. 

log TT = 0,497 '49^7 
J^ _ I -f- log 274,4 z= 2,438384 1 
^b'jTiSï j -f- log 25,55 = 1,4073909 

— log 3 = 1,52287875 
log -^ == 3,865 8o362 



,mc 



V=734i»S&i8333. 

cxLn. 

Dans un triangle ÂBC, \ës côtés ÂR, AC sont égaux 
chacun à i mètre, cl Tangle A est de 3o degrés. On de- 
mande la valeur de la surface qu'engendrerait le côté BG, 
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si le triangle tournait autour d'une droite AK menée dans 

son plan, perpendiculairement à AG. 

( Fac, des Se. de Toulouse.) 

Solution. — Désignons par S la surface demandée," et 
par A la distance du point B à la droite AK. 
On a 

S /AC h\ BC l A \ BC 

et comme 

7^= 75r-«^«s^ == cosSo», 
BC AB sin A sin So*» \ 

il vient 

S 7r(l-f-COs3o") TT.COS'lS® 

En appliquant les logarithmes, on obtient 

log 77 =0,4971 49 9 



log 



,inq ^ 



logsin75°=: 1,9849433 



,mq 

s 



=: 3|0345, 



jmq 

S = 3"»%o345. 

CXLUI. 

Trouver la surface engendrée par la révolution d'une 

ligne brisée régulière, tournant autour d'un axe .mené 

dans son plan et par son centre. 

[Fac. des Se. de Paris.) 

Solution. — Si l'on désigne par S cette surface, par r la 
distance du centre de la ligne brisée à Fun de ses c6tés, 
et par p la projection de cette ligne sur l'axe, on a 

S = *?.itr,p. 

i5 
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Ce résultat 5e démontre absolument comme I& propo- 
sition IX du livre YIII de ta Géométrie de Legondre 
(9* édit. Blanchet). 

CXLIV. 

Un cercle est donné , dont le rayon est représenté 
par R y on prend sur le diamètre AB u^ie kmgueur ÂM 
représentée par H. On élève au point M, MP perpendi- 
culaire sur AB; on mène aussi au point 6 la tangente BX, 
puis, du point P ou MP rencontre la circonférence, on 
abaisse PQ perpendiculaire sur cette tangente. 

Les choses étant ainsi, considérons le contour APQ 
composé de la droite PQ et de Tare ÂP, puis imaginons 
que ce contour fasse une révolution autour du dia- 
mètre ABi^ on demande la surface qu^^il engendre. 

Après avoir trouvé la formule, on y fera R= a", 8; 

H == o™, ;;u Pour le rapport ir on prendra la valeur d'Ar- 

chimède. 

( JFac. Ses St. de Paris.) 

Solution^ — Désignons par S la surface demandée, 
exprimée au moyen du mètre carré comme unité, et res- 
pectivement par S' et S" les surfaces engendrées par la 
droite PQ et par Tare AP. 

On a 

S =r S'-+- S-^, 



et par conséquent 

S = air [a.a -^ (aR — H) V^HCaR-H)]. 
Maintenant, sr dans cette formule on pose 

7 
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il vient * 

S= i-iM(2,8.6,, + 4,9Vo,7.4,q)= i"<i.^(28-h49V7) 
= i""i.3,o8 U + 7 V7) = 69"»i,3624. 

CXLV. 

Une demi-sphère étant donnée, on propose, sur le 
grand cercle qnî sert de base à cette demi-sphère, d'éle- 

5 
ver un cylindre dont ta surface convexe soit égale aux ^ 

de la surface de fa demi-sphère. 

[Fac. des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par x là hauteur de ce cylindre, 

et par R le rayon de la demi-sphère. 

On a 

surf, colnre^e du cylindre = 2 itH . 4?, 

sHff^ de la demi-sphère = t^ ttR», 

et par conséquent on doit avoir 

5 

o 
c'e»t-i-drre 

-c = Jtl • ^« 

o 

CXLVI. 

En un point A d'une circonférence de 3 mètres de 
rayon, on mène Xkne taBgjenfe sur laquelle on prend une 
longueur AB égale à 4 mètres; on joint le centre O de la 
circonférence à FextréfHité B de cette longueur, et Ton 
abaisse du point A sur OB la perpendiculaire AC. On 
demande : 1^ la valeur de la projection BC de la tangente 
AB sur la droite 06, ainsi qiie celle de la perpendicu- 
laire AC j 2^ la valeur de la surface engendrée par la .ré- 
volution de AB) en tournant autour de OB. 

{Fac, des Se, de Toulouse.) 

lÔ. 
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Solution, — Traçons le rayon OA. 
Le iri angle rectangle ÂBO donne 

bo'=:abVaô', Iîb*=bo.bc, AC.BO = AB.âO, 

et par conséquent ' * . 

— — » 

BO = I». v^4»-h3>==5'», BC = -— • = I"- ^ = 3»,207 
,„ AB.AO „ 4.3 „ , 

Maintenant, si l'on désigne par S la surface engendrée 
par la révolution de ÂB, en tournant autour de OB, on a 

S = w.AC.AB==i"*^.7r.2,4o.4 = 3o"*l,i59289. 

cLxvn. 

Démontrer que la surface de la sphère est égale à la 
circonférence d'un grand cercle multipliée par le dia- 
mètre. Quelle sera la surface d'une sphère de o"',2ide 

rayon ? 

(7r=3,l4l6). 

(Fac. des Se, de Paris.) 

La première partie de celte question se trouvant dans 
tous les éléments de Géométrie, nous n'en parlerons pas. 

Cherchons seulement la surface d'une sphère de 0^,21 
de rayon. 

Solution. — Soit X la surface cherchée. 

On a 

x = r"*ï.4»r.(o,20'=ï'°'*-4-3,i4«6.o,o44i = 0*^554178. 

cxLvra, 

Calculer en myriamètrcs carrés la surface de l'une des 
deux zones glaciales, sachant que le petit cercle qui lui 
sert de base est à 23** 3o' du pôle; on suppose que la sur- 
face de la Terre est parfaitement sphérique et que la cir- 
conférence d'un grand cercle est de 4000 myriamètres. 

( Fac. des Se. de Paris.) 



GÉOMÉTRIC. . aUp 

Solution — Désignons par X la surface de la zone en 
question, par A sa hauteur, et par R le rayon de la Terre. 

Comme la surface d'une zone se calcule toujours au 
moyen de sa hauteur, nous allons commencer ici par cal- 
culer la hauteur A, ou plutôt le rapport -jg^- 

On a 



R 

d'où Ton déduit 



= cos23°3o', 



23*>3o' 
A = R(i — cos23°3o') = 2R.sin» == iR.sin'i i«45', 

et comme 

27rR = 4ooo**"', 

il vient 

, 4000"" . , ^,^, 

TT 

En appliquant les logarithmes, ou trouve 

]og4ooo = 3,6oj2 0600 

2logsiii*ii**45'= 2,617 7336 

— log7r= 1 ,5o2 85oi 



'og (^) 



'o6(,-^) = »'722^437 



-^T- =52,8oi . 

I Uni ' 

La valeur de -jj^;^ étant obtenue, comme on a 

X h 

il vient immédiatement 

X 

-ij^ = 4000 . 52 , 801 = 211 20.i , 

c'esl-à-dire 

X = 211204**""*. 
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cxux. 

Eu supposant que la Terre aoit une sphère parfaite, 
trouver le rapport de la surfaœ de la zone torride à celle 
de la Terre entière (on sait que les tropiques sont à ^tZ^nS' 

de Téquateur). 

(Fac, des Se, de Grenoble,) 

Solution. — Désignons par X le rapport demandé, par 
h la hautçur de la zone torride, et par R le rayon de la 
Terre. 

On a 

A = 2R.sin23*»28' 

surf, de la zone torride =: 2'KK,h:=^ic'Bi^,s\n 23f ^%. 
surf, de la Tçrre = 4irR', 

et par conséquent 

X = »io23«28'. 

En ayant récours aux logarithmes, on obtient 

)ogX = logsîn23'*28'=i ,6001181, 

et, par suite, 

X = 0^398^15. 

CL. 

La Terre étant supposée sphérique, et la circonférence, 
d'un grand cercle égale à 4o 000 kilomètres, on demande 
la surface de la zone comprise entre l^equateur et le pa- 
rallèle dont la latitude est égale à 4^ degrés. 

{Fac, (les Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par X cette surface, par R le. 
rayon de la Terre, et par h la hauteur de la zone eu 
question. 

On a 

X=27tR.A, 

2irR == 4oooo''"'> 

-=: 00845*» =-V^, 



et par conaëqueat 

c'est-à-dire 

X=;=i8oo63 263"^S3. 

CLl. 

La Terre étant supposée sphérique, on demaïkle de cal* 
caler son rayon en mètres, et sa surface en mètres carrés» 

(Fac, fies Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par R Ip rayon de la Terre. 
D'après la définition du mètre, on a 



d'où 



- wR= i"*.iooooooo, 
1 



R = i"*.io OÔO ooo • -9 



2> 

49rR'^=4^^*^= i"4.8ooooooo.iooooooo •- 

1t 



= 8oo ooo ooo ooo ooo"*i • — ï 



et comme 



- =r o,6366i 977a3 67581 34^7 5 * . . , 

il vient 

R = 6366 197"», 77.4 

et 

47rR' == 509 295 817 894 o65'"^, 07 44 60. 

cwa. 

Une chaudière cylindrique est terminée par deux hé- 
misphères. Sa surface totale est de 5 mètre» darrés. On 
la coupe suivant Taxe par un plan qui détermine une 
section dont le périmètre est de 4 mètres. Trouver la 
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hauteur et le rayon de la partie cylindrique de la chau- 

dière. 

{Fac, des Se. de Marseille,) 

Solution . — Désignons par H celte hauteur et par R ce 
rayon . 

On a 

surf, des deux hémisphères = ^it'Ei^, 

surf, de la partie cylindrique de la chaudière = 2 TrR.Hy 
périmètre de la section faite dans cette chaudière = 27rR H^ ^H. 

et, par suite, il vient les deux équations 

R H • 

/R\« R H 5 

2( — I H • = ï 

R H 

De la seconde de ces deux équations on tire 

il) =2 W 9 

et portant cette valeur de — dans la première^ on obtient 
Téquation 

(tt— 2)1-— ) — 2--H =0 

qui donne 



c'est-à-dire 



a '*\/lA 



m 



TT 2 



Si Ton fait attention à l'équation (i), on doit avoir 



tt — <: 2, 
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c'esl-à-dîre 

I TT 

et des deux valeurs de — obtenues précëdemment, il n'y 

a que celle où le radical est affecté du signe — qui soit 
moindre que Tunité; c*est donc la seule qui puisse être 
prise pour solution du problème. 
D*après cela, on a 

/5 3 
= ^_^ =o,6ii, 



I"* TT 2 



R=:0««,6ll, 

et, par suite, 

— ^=2 — TT— j=:2 — 1 ,920 = 0,080, 

H = o»,e8o. 

CLDI. 

Là hauteur d'une calotte sphérique ou zone à une base 
est égale à o™,o32, le rayon dé la circonférence qui lui 
sert de base est égal à o"^,o45. Calculer la surface de 
cette calotte. 

( Fac. des Se, de Paris.) 

Solution» — « Désignons par X cette surface, et par R 
le rayon de la sphère à laquelle cette calotte sphérique 
appartient. 

On a 

75^=^^ (7;;:) -0,032, 
(o,o45)»=.o,o32. 2 f— j — o,o32 

= 2(7^;) • o,o32 — (o,o32)», 
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d'où Ton tire " 

-^ = 7r[(o,o45)'-f-(o,o3.2)«] 

= 7r.o,oo3o49= 0,00^579. 
ou, ce qui revient au même, 

X = o*"*!, oogS 79. 

CLIV^ 

On coupe une sphère dent le rayon est de o™,5o par 

uii plan tel, que la section soit un cercle de rayon égal à 

o™, 20. Calculer à un centimètre carré près la surface de 

chacune des deux calottes sphérîques déterminées par le 

plan sécant. 

( Fac. des Se. de Noftcf.) 

4$o//if lOTï.— -Désignons par S et S' les surfaces de ces 
deux calottes sphérîques (S<[S'). 

Le plan sécant est à une distance du centre de la sphère 
égale à 

i™.V^(o,5o)*— (o,2o)% 

« 

et, par suite, les hauteurs des deux calottes sphériques 

som respectivement égales à 

« 

I™. [o,5o — v''(o»5o)^-*- (0,20^] ♦ 
I". [o,5o H- v^(o,5o)»— (0,20)2] 

Maintenant, ou sait que la surface d'une calotte sphé- 
rique est égale à sa hauteur multipliée par la citronfé- 
rence d'un grand cercle 5 on a donc 

S= l"^.27r.O,5o[o,5o— \/( 0,60)*— (0,20)»] 

= i"q.7r [o,5o— v/(o,5o)' — (0,20j*j , 
S' = i™*i.27r.o,5o[o,5o+v^(o,5o)^— (0,20)2] 
= i"^'i.7r[o,5o-^v^',o,5o)'— (0,20)2], 
c esl-à-dire 

S =rO»"^,l3l2, 

s' == S""*!,© t o5 , 



CLV. 

Trouver dans la sphère la hauteur d'une zone dont la 

Surface soit équivalente à celle d'un grand cercle. 

(Fac. des Se, de Paris.) 

Solution, — Désignons par x cette hauteur^ et par R le 
rayon de U sphère. ' 

Relativement à cette sphère la surface de toute zone 
4e hauteur x est égale à 

çt, par conséquent, l'équation du problème est 

4e laquelle on tire 

R 

■ x= 

2 

CLVI. 

Sur une sphère de 1*58 de rayon, on donne une zone 
ayant 0*^,20 de tiauteUr^ trouver Iç rayoa d'un cercle 
équivalent à la surface de cette zone. 

{Fac, des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par x le rayon demandié. 
La surface ^e la zone est égale a 

1**1. 27r. 1 ,8.0,20, 

et, par conséquent, lléquationdu problème est 

w.r^ =r i»*»*ï.2ïr. i ,8.0,20, 

ç'est-à-dîre 

:a?=o'",849. 

CLVII. 

Dans une sphère dont le rayon AO est égal à i mètre, 
la zone engendrée par l'arc do içraiid ceitle AB tournant 
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autour de ÂO a pour base un cercle dont la surface est 

3 " , . 

les 7 de celle de la zone. Déterminer la hauteur AC de 

4 
cette zone. 

(Fac, des Se. de Toulouse,) 

Solution. — Désignons par x cette hauteur, par S la 
surface de la zone et par r le rayon du cercle qui lui sert 
de base. 

On a 

S = 27r.A0.AC, 

r»=AC.(2A0 — AC), 

et comme, d'après l'énoncé de la question, la surface du 

3 
cercle de rayon r est les - de S, il vient 



c'est-à-dire 



3 
rr.AC(2A0 — AC) = -îr. AO.AC, 



3 

2AO — AC = -AO. 

2 



D'après cela, l'équation du problème est 



X 6 



d'où Ton tire 

a?==l"». (2 ) = l".-=:0%5o. 

CLvin. 

Une sphère, dont le rayon est de 7 mètres, étant cou- 
pée par deux plans parallèles, menés d'un même côté du 
centre à des distances de ce point égales à 3 mètres et à 
5 mètres, on demande la surface de la zone comprise 
entre ces deux plans, et quelles sont les surfaces des deux 

cercles qui forment ses bases. 

[Fac^ des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par X la surface demandée de 
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la zone, par h la hauteur de cette zone, et respectivement 

par Y, Z les surfaces des deux petits cercles de la sphère 

qui sont aux distances 5 mètres et 3 mètres du centre de 

cette sphère. 

On a 

X h 

77^5- = ^^-3 '7^' 
= 5 — 3 = 2, 



,U1 



et, par conséquent, 

X 

— = 2fr.7 .2 = îStt = 87,9646, 

c'est-à-dire 

X = 87»S9646. 

Relativement à Y et Z, il est aisé de voir que Ton a 
X=,„(^._5^) = 24^ = 75,3983, 

-|^ = 7r(7»— 3^) = 407r=: 125,6638. 

c'est-à-dire 

Y= 75'»% 3983, 

Z = 125"*!, 66 38. 

eux. 

AB est le diamètre d'une sphère, et l'on veut mener 
perpendiculairement à ce diamètre deux plans tels, que 
la surface de la sphère soit partagée en^ trois zones dont 
les surfaces soient proportionnelles à trois longueurs 
données m, n, p. Comment déterminer sur le diamètre AB 
les deux points par où doivent passer les deux plans sé- 
cants ? 

(Foc. des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par G et D les deux points du 
diamètre AB par lesquels doivent passer les deux plans 
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sécantS) de telle sorleque le point C soit entre les points 
A et D, et respectivement par j:, jr, z les trois distances 
AC, CD, BD. 

Les trois zones déterminées par les deux plans sécants, 
ayant respectivement pour hauteurs ces trois distances 
AC, CD, BD, leurs surfaces sont respectivement égales à 

tt.âB.AC, ir.AB.CD, ir.AB.BD, 

et, par conséquent, on doit avoir les relations 

TT.AB.AC TT.AB.CD ir.AB.BD 
m 
c'est-à-dire 







n 






AC 

m 


— 


CD 

r 


= 


BD 
P 



D'après cela, pour déterminer les points C et D il suffit de 
partager le diamètre AB en trois parties proportionnelles 
aux longueurs données m, /i et p (voy. Géométrie de 
Lègendre, g^édit. Blanchet^ lîv. III, probl. I). 

CLX. 

On donne une sphère dont le rayon est de i3 mètres, 

et sur laquelle on considère une zone à deux bases, dont 

IHine est à une distance da centre de la sphère égale à 

I mètre ^ la surface de cette zone est de loo mètres carias. 

On demande la surface du cercle que forme la seconde 

base de la zone? 

{Foc. cfes Se, de Paris.) 

Solution. -^ Comme on a 

9.7r.i3.(i3 — ï)^ioo, et 27r. i3. 1 <^ loo, 

il est évident que le problème a deux solutions Tune pour 
le cas où les deux* bases de la zone sont du même côté du 
cenure de la sphère, et l'autre pour le eas o4 eUes sont de 
différents c6tés de ce centre. 



1 
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Désignons par X la surface demandée de la seconde 
base dans le premier eas, et par X'. celte surface dans le 
second. 

On a 

hauteur de la zone (dans les deux cas) = i "* . -^s— 9 

aOTT 

et, par suite, 

., , . ((r^'cas^^rr: i^^.fia:»— (^-mV 1, 

carre du rayon de î [_ \2D7r / J 

la seconde base, i , . » ™„ f o, / >oo N'I 

On conclut de là que 

X = i-'i.jr FiS'— (i^ 4- i]'l = 5i5'»i.386532, 

X'=: i"<J .»r r 1 3'— (-^ - i yi = 530-S 77 1 1 48. 

cxu. 

Use apbère éuuat donnée, mevez ui> rayon quelconque 
et un plto perpendiculaire au milieu de ce rayon; ce 
plan partagera la sphère co deux segments. Supprimez 
le petit segment et remplacez-le par un cône droit de 
même base que le segment supprimé. On demande à qirelle 
distance du plan sécant doit être placé le sommet de ce 
cône pour que le corps ainsi composé d'un cône et d'une 

partie spbérique ait la même surface que la spbère. 

[Fuc. des Se. de Paris.) 

Solution. — Désfgnonrs par x la distance demandée, 
par R Je rayon de la spbère, par r celui de la section faite 
dans cette sphère par le plan sécant, par S la surface du 
plus grand des deux segn\enls, par S' celle (la surface 
latérale) du cône droit qui doit être substitué au petit 
aegaient, c( enfin par a te côié de ee rêne. 
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On a 

'■— (é'-(Ty- 

a» = r» 4- ^ = 3 ( — J + x% 

el comme on doit avoir 

S + S' = 4irR% 

il vient, pour équation du problème, 

3 7rR»+ TT . 5^ V^. i/3 /^y + ;r' === 4ir R», 

ou, ce qui revient au même, 



;V3\/3(|)'h-.. = R. 



EUevant les deux membres de celte dernière équation 

au carré, on obtient 

R* 

4 

et, par conséquent, 

CLXII. 

Un triangle isocèle ABC, dont la base BC=4"'> «^ le 
côté AB = a™, So, tourne autour d'une droite parallèle à 
I BC passant par le sommet A, on demande le volume en- 
gendré. 

[Fac. des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par X ce volume; et par S la 
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surface engendrée par la base BC dans le mouvement de 
rotation du triangle 

Si du sommet A on abaisse la perpendiculaire AD sui^ 
cette base BG, on a 

V=is.AD, 

S=7r.ÀD .BC, 

î » a • /BC\ 

AD = AB -^ BD = AB — f — J , 
et^ par conséquent, il vient 



v = 3-'[""-(j)W"-(t)' 

Cette formule donne, conformément aux données de 
la question, 

2-^1^.4. [v'(2,5o)»_2']'=.4,i37t66942, 

jc'est-à-dire 

V=;=i4'°%i37 1669421. 

CLxin. 

Dans le plan d'un triangle équilatéral ABC, et par le 
sommet A, on trace une droite MN faisant avec le côté AC, 
en dehors de ce triangle, un angle de ^4 degrés. 

On demande de calculer le volume engendré par le 
triangle ABC tournant autour de la droite MN, et restant 
toujours dans la même situation relativement à cette 
droite. 

On supposera le côté de ce triangle égal à 7™, 35. 

( Fac. des Se. de Paris.) 

Solution, — Désignons par X ce volume et par S la 

16 
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surface engendrée par le côté HC dans le mouvement de 
rotation du triangle ABC. 

■ Du sommet A abaissons la perpendiculaire AD sur ce 
côté BC, et des sommets B et C abaissons les perpendi- 
culaires BE, CF sur la droite MN. 
On a 

S = 7r(BE-f-CF).BC, 

— * — 2 — 2 —-2 /AB\' ->/AB\2 
AD =AB — BD =AB — (— ) "=^\~) ' 

BE = AB . sin BAR = AB . sin 84°, 
CF = AG . sin CAF = AC . sin 24% 

et par conséquent, à cause de BC = AC = AB, 

I AB ,- ---3sin84°-Hsin'24'» 



X=r:7TAB .(sin84» 4- 811124°). ^2 — V3=7rAB -~ 

j 2 2 y 3 

De plus, si Ton observe que l'on a 

sin 84° -4- sin 24** = ^ ^^^ ^4° • cos 3o*, 

sin54*»=7(i-f-v/5), cos3o°=-v/3, 

cette dernière formule peut être remplacée par la sui- 
vante : 

X = g7rÂB'(l-+-\/5), 

et, pour AB = 7™, 35, on obtient 

^ = g,r.(7,35)».(n-v/5)= 504,591043, 

e'est-à-dire 

X = 5o4™S59io43. 

• CLxrv. 

» 

Dans un cercle, dont le rayon OA est égal à i mètre, 
on prend le milieu B d'un quadrant AH; par le point B 
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on mène la corde BC parallèle à OA; on joint BA et CA. 
On demande d'évaluer à 0,01 de mèlre cube près, le vo- 
lume engendré par le triangle ABC tournant autour de 

Taxe OA. 

[Fac. des Se, de Toulouse.) 

Solution, — Désignons par X ce volume, par S la 
surface engendrée par la corde BC tournant autour de 
l'axe OA, et par c) la distance du point A à cette corde. 

On a 

BC=:0A.\/2=r i^^.v^, 

.2 1 

S= 27r5.BC=:l"'î.27r, 

et, par suite, 

CLXV. 

Dans un triangle ABC, rectangle en A, on donne les 
deux côtés de l'angle droit AB=:3 mètres, AC=8 mètres ; 
on suppose que ce triangle fait une révolution autour de 
l'hypoténuse BC, et l'on demande la valeur du volume 
engendré à i centimètre cube près. 

[Fac, des Se. de Toulouse,) 

Solution. — Désignons par x ce volume. 
Du point A, abaissons la perpendiculaire AD sur l'hy- 
poténuse BC, et représentons respectivement par V et V 
les volumes des cônes circulaires droits engendrés par les 
triangles rectangles ABD, ACD tournant autour de BC. 
On a 

6 






16. 
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et, par conséquent, 

x = ^7r.AD .(BD-hCD) = 4'f.AD .BC, 

ou bien, à cause de AD . BC = AB . AC, 

I Âb' — « I Âb\ —2 

VAB -l-AC 
D'après les données de la question, on a donc 

et, par conséquent, 

jT = I "c . i2H5 = ,0"»% 597556. 

CLXVI. 

Etant donnée une sphère de rayon R, on veut construire 

un cône droit qui ait même volume que la sphère et dont 

la hauteur ne soit que la moitié du rayon de la sphère; 

quelle devra être le rayon de la base? 

(Fac, des Se. fie -Paris.) 

Solution . — Désignons par x ce rayon . 
L'équation du problème est 

et on en déduit 

c*est-à-dire que x est le double du côté du carré inscrit 
dans l'un des grands cercles de la sphère. 

CLXvn. 

Calculer le volume d'un secteur sphérique engendré 
par la révolution d'un secteur circulaire OAB autour du 
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rayon OA, sachant que ce rayon égale o"*, 2, et que Tangle 
AOB égale 54^ a8'. 

{Fac, des Se., de Paris.) 

Solution. -^ Désignons par X le volume demandé, 
et du point 6 abaissons la perpendiculaire BC sur le 
rayon OA. 

Qna 

X = 2ir.0A.AC- — = ^7r.0A .AC, 

AC = OA — OC = OA — OB .cosAOB = OA (i — ces AOB) 

= 2 . OA . sin* 5 

2 

et par conséquent 

^ 4 — -^ . ,AOB 
o 2 

c'est-à-dire, conformément aux données de la question, 

-^ = ^ir.(o,2)».sin^27°i4'=^^-o>^^^'*^"'^7"'4'- 

Cette dernière formule donne 

/ log7r = 0,497 14987 

X I -4-logo,oS2 = 2,5o5 14998 

°S TSi = j _ log3 == 7,522 87875 

-|-2logsin27**i4'= 1,321 0010 



X — 

^«671=^== 3 '846 17960 

X 

— = 0,007017, 

X=: o"Soo7 017. 



CLXvm. 

Quel est le diamètre d'un boulet en fonle du poids de 
24 kilogrammes? 

Le poids du décimètre cube de fonte égale 7^^ , 2. 

{Fac. des Se. de Poitiers.) 
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Solution, — Désignons par x le diamètre du boulet. 
On a 

vol. du boulet = i^"*=. -., tt ( -,- ) > 

6 \\^'^j 

et, par suite, 

poids du boulet = I*^«f . g îT ( -^ j .7,2= IKS. , ,2.7r [^"j - 

D'après cela, l'équation du problème est 



X V» 



>>2-^ tht;; =^4» 



dm 

et on en tire 

•r \^ 20 



1^°*/ TT 



En appliquant les logarithmes, on obtient 

X ( log20 = I ,3oio3ooo 

3 loc — r- = ? — 

^ ld« ( — log-ir = I,502850ï3 

3ioi' --Î— ==o,8o388oi3 



log 


|dm 


,26796004 




|din 


— 1,853, 




X 


— |d",853. 



CLXIX. 

AB est le diamètre d'un demi -cercle qui a son centre 
en O, et, dans le plan de ce demi-cercle, sur chacun des 
rayons OA, OB, comme diamètre, on décrit une dejni- 
cîrconférence. On demande le volume engendré par la 
surface plane comprise entre les trois demi-circonfé- 
rences, lorsque la figure fait une révolution complète 

autour de AB. 

[Fac. des Se. de Paris.) 

Solution, — Désignons par 2R le diamètre AB, et par 
X le volume demandé. 



On 



c'esl-à-dîre 
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X = ttR». 

CLXX. 

Une sphère creuse en cuivre, ayant o"*,35 pour dia- 
mètre de surface extérieure, est successivement pesée 
pleine de mercure et pleine d'eau. 

Le rapport du premier poids au deuxième est égal 
à 5 , 20 ', on demande le volume de la couche sphérique. 

Densité du cuivre = 8,78-; celle du mercure = i3,6o. 

[Fac, des Se. de Nancy ^) 

Solution, — Désignons par X ce volume, par D le dia- 
mètre intérieur de la sphère creuse, par P le poids du 
mercure, par P' celui de l'eau, et par V" celui de la couche 
sphérique. 

On a 

-— = 5,20, 

P'-f-P" ' ' 

P" X 

—ir = "T — • 8, "78, 

jKg |dmc ' / ' 

et, par suite, on obtient pour équation du problème 
Téqualion 

. ^'^(3,5)^I3,6o — ■;J;J^.I3,6o^- --5^^.8,78 



1 ""'*^ 1 



^ TT (3,5;=' - -^^Î;;;^ -V ^^ . 8,78 



5,20, 



[ 



2l48 DEUXIÈME PARTIE. 

qui 4b réduit à la forme plus simple 

X 



ir.5*.o,7 =66 • 



dve 



De cette dernière équation, on tire 
X 5*. 0,7 ^ 

ou, ce qui revient au même, 

X = 4d"%i6499o. 

CLXXI. 

La surface d une sphère est de 32 mètres carrés. Déter* 
miner le volume d'un segment dont la base est détermi- 
née par un plan sécant mené à une distance du centre 

^aleào"*,5o. 

(Fac. des Se, de Nancy,) 

Solution. — Désignons ce volume par V ou par Y', 
selon qu'il s'agit du plus petit ou du plus grand des deux 
segments déterminés par le plan àécant. 

Représentons respectivement par R et r les rapports 
au mètre des rayons de la sphère et du cercle qui est l'in- 
tersection de cette sphère par le plan sécant. 

On a 

(i) v=i'"«.r^'(R — o,5o)-f-g7r(R-.o,5o)n, 

(a) V'=i««.r^*(R-Ho,5o)H-g7r(R-f-o,5o)»l» 

(3) 47rR>=32, 
et 

(4) r»-f.(o,5o)2=R^ 

Les équations (3) et (4) donnent 

lrR*=8, wr'=irR' — 7r.o,25 = 8 — fr.0y25» 



i 



et, par suite, on a 

(5) — (R — o,5o) = 4R. — 2 — — • 0,25 H- - •o,i25, 

(6) — (Rh- o,5o) = 4R-t-2 . o,25 • o,i25. 

2 ^ ' / T^ 2 a ' 

De plus,, comme les expressions 

^ TT (R — o,5o)», 7î TT (R -+■ o,5o)* 

peuvent s'écrire respectivement sous la forme 

îtR' ^ ttR' ' ^ irR *. ip ^ 

-__ . R , o,5o H «0,25 ^ • 0^125, 

O 2 2 O . 

ttR* ^ ttR* „ ttR ^ «■ 1.^ 

__-. R -^ , o,5o ^ • 0,25 4- ^' 0,125, 

D 2 2 o 

il vient, à cause de ttR* = 8, 

(?) g^(^ — o,5o)»=|r — 2-4- — . 0,25 — ^ • 0,125, 

(8) g7r(R4-o,5o)»= |R-4-2 4-!L-.*o,25-|-g.o,i25. 

D'après les relations (5), (6), (y) et (8), jointes aux 
formules (i) et (2), on voit que l'on à 

V = i»«YyR — 4+|-o,i25V 

V'=i»«.(yR4-4— ^.0,125), 
et, dans ces expressions de V et V, on a 



''=V^- 



En effectuant les calculs, on obtient, à i centimètre 
cube près, 

V = 4~s64i 668, 

V'=i2»s379869. 
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CLxxn 



Trouver le volume d'une sphère dans laquelle on 
connaît la hauteur et la surface d'une zone. 

application, — Trouver le volume d'une sphère, sa- 
chant qu'une zone de cette sphère a pour hauteur o™,47> 
et pour surface 2 mètres carrés. 

( Fac. des Se. de Paris,) 

Solution, — Désignons par X le volume demandé, par 
h la hauteur connue de la zone, par S sa surface, et par D 
le diamètre de la sphère. 

On a 



o 



et par conséquent 



D 



^1C h) 6 TT^ \h) 



Si l'on donne 

/i = b™,47, 

S = 2"»^, 

on déduit, de cette dernière formule, 
X I I / 2 \^ 

c'est-à-dire 

X = i"% 301204. 

CLxxin. 

Le dia:mètre d'une sphère est de o™,6. On demande 
quel diamètre il faudrait donnera la base d'un cône dont 
la hauteur est o™, 3, pour que le volume de ce cône fut 

équivalent à celui de la sphère. 

(Fac, des Se. de Paris.) 
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Solution. — Désignons par x le diamètre demandé. 
On a 



vol. 4u cône = i™*.'ir [ — i • 



0,3 



vol. 4e la sphère = i™«. ^ tt (o,6)% 
et par conséquent Téquation du problème est 



c'est-à-dire 






Cette dernière équation donne 

xr=rO"*,693. 
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TROISIÈME PARTIE, 

PROBLÊMES RELATIFS A LA TRIGONOMÉTRIE 

RECTILIGNE- 



On sail que le sinus d*un arc compris entre 90 et 
180 (legrés a pour valeur 0,76825. On demande de cal- 
culer le cosinus, la tangente, la cotangente, la sécante et 
la cosécante de cet arc. Trouver le signe de chacune de ces 

quantités et les calculer à 0,001 près. 

(Fac, des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par A l'arc en question. 
On a 



cos A = — v^i — sin^ A = — ^^(i-f-sinA) (i — sinA) . 
==: — ^i ,«^5825. 0,24 175 = — 5' v^o , 07033 . o ,00967 

= — j v^6, 80091 1 = — o,652o, 

sinA 0,75825.4 /?o 

taDgA== — - = r" =— i,i63, 

ces A v^6,8oo9ii 

cosA v/6, 80001 1 o*' o 

^"^^ = iiïïÂ = - 0,758.5.4 == " °'^^' 

sec A = = ■ ., = = — 1 ,533, 

cos A ^6,800911 

cosécA = -: — -• = Fô-p = I >3i8. 

smA 0,75825 

n. 

Calculer à i centimètre près la corde qui sous-tend un 



1 
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arc de 12 degrés dans un cercle dont Je rayon est de 

386™, 29. 

[Fac. des Se, de Paris,) 

Solution, — Désignons par x la longueur de cette corde. 

On a 

I 

^ X 

==sino", 



386°^, 29 
d'où l'on déduit 

-~=772,58.siD6s 



et y par suite, il vient 

105772,58 = 2,8879435 
logsin6°= 1 ,0192346 



log 






log ^=1,9071781 

^ = 80,76, 

X = 80™, 76/ 

m. 

Calculer le nombre de degrés, minutes et secondes con- 
tenus dans un arc de cercle, sachant que la corde qui le 

sous-tend est égale aux deux tiers du diamètre. 

(Fac. des Se. de Paris,) 

Solution, -^ Désignons par x le nombre à calculer, et 
par R le rayon du cercle auquel Tare appartient. 
On a 

, X 2 

sm - = ——-, 
2 R 

et comme, par hypothèse, 
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il vient 










• 






. .r 7 
sin- -, 




d'où Ton 


tîre 






» 


« 


logi 


sin 


2 (-log3- 
log^~ 

X 
2 


:o,3oio3ooo 

11,52287875 

: 1,82390875 
:4lo48'37%l6, 



j: =83037' i4", 32. 

IV. 

Calculer le nombre de degrés, minutes, secondes con- 
tenus dans un arc de cercle, sachant que la corde de cet 
arc est égale à 238™, 355, et que le rayon du cercle a pour 

valeur 196"", 273. 

{Fac: des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par X le nombre de degrés, 
minutes et secondes, que doit contenir Tare en question. 
On a 

^ ^.238™, 355 .^ ... 
.X 2 23o,355 

2 196^,273 392,546 

et par suite 

X ( log 238,355 = 2,3772243 

2 "^ I -—log 392,546 = 3,4061094 



X - 

log sin — = 1 ,7833337 



- = 37^23' i5'',o5 
2 ' 

X=74«4&3o",i. 

V. 

Démontrer que pour toute valeur de l'arc r l'exprès- 
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sion 

smnx . » 

— r-^ 2 COS IX — 2 COSAJî — 2 COSO J* 

smx 

est toujours égale à Funité. 

\^Fac, des Se, (le Paris.) 

Démonstration, — Pour abréger, désignons celte ex- 
pression par A. 
On a 

sinT j: — 2sinarcos2j: — 2 sin jrcos4'2^ — 2 sin x cos6x 

A= i : ^ , 

sin^ 

2 sinxcos2a: = sin3a? -4- sin ( — x) = sinSx — sinar, 
2 sinxcos4x = sin54:-|-sin ( — 3.r) = sin^x — sin3j:, 
2 sin a: ces 6 X = sin 7. r-f- sin ( — 5x) = sin7^ — sin5^, 

et par conséquent 

sin 7 x — (sin 3 jp— sin x) — (sîn 5 jt — sin 3x) — (sin ^jx — sin 5^) 

\ZZZ ' ; ■ • 



smor 



sraar 

sinx ' , 

Donc, etc. 

VI. 

L'arc de yS degrés peut se partager en deux arcs dont 
on peut trouver facilement les sinus et les cosinus au 
moyen de la géométrie. On propose de trouver ces quatre 
rapports trigonométriques et de s'en servir ensuite pour 
calculer le sinus^ le cosinus et la tangente de yS degrés, 

(Fac. des Se. de Paris.) 

Solution, — On a 

siû3o'>=i.€6o»=-(*), 
2 2 ^ ' 

ces So** ±= sin 60° = - . G 1 20" zr: - y/3 , 

2 2 

( '^ ) Le rayon du cerc)€ est supposé égal à riinité. 
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sin45°= -• €90*»= - y/â, 

■' » ^ 

cos45*= sm45**= - sl2.y 

et comme 

sin 75**=: sin ( 3o° -h 45" ) = sin 3o*» ces 45*» -f- ces 3o® sin45", 
ces 750= ces ( 3o°-h 45®) = co83o'» cos45°— sin 3o" sin45", 

iaDg75° = tang (30» -+-45") 

sin 3o® sin 45® 



__ tang 3Q°-h taDg45» _ cos 3o" cos45*» 
I — tang3oMang45° sin3o° sin 45*»' 

ces 30*» cos 45** 
il vient 

sin75*»=:-»-v^ + '- y^.;- v'^ == 7 (v^ H- V^) =0,9659258, 

00575*»= -v/2--v'3 v^ = 7(s/6 — \/2) = o, 2588190, 

I 

h I 

tang75*»=:î! ~==V^= T =^-<"^ 

V3 
=3,732o5o8, 

vn. 

Trouver un nombre x et un arcj^ compris entre o et 
36o degrés qui vérifient le système des deux équations 

a:sinj=— 549,7,827, 

X cos/ = 324 >621 9. 

(F«c. des Se, de Paris,) 

Solution. — En divisant ces deux équations membre à 
membre, on obtient 
/ X 549,7827 
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Cette expression de tangj^ indique qu'il y a deux va^ 
leurs pourj^, Tiuie comprise entre 90 et 180 degrés, et 
l'autre entre 3.90° et 4*9^^ <^ti 36o degrés. 

Désignons respectivement ces deux valeurs par y^ et^'', 

et par x' et x" les deux valeurs de x correspondantes. 
On a 

sin7"=sin (j' + i8o**)=: — sin /', 

cos/"= cos(j' 4- 180®) = — cosjr', 

et par conséquent 



x'^cr — oî'. ! 



De plus, à Tinspection seule des équations proposées, on 
reconnaît tout de suite que x' est un nombre négatif. 
Cela posé, l'équation (i) donne 

tar,g(.8oo_y) = p^, 

°^ 324,0219 

et, par suite, 

logtang(i8oo_^')= j K549>78^7 = ^74oi9io 

ë «»"bv J ) |_ 10^324,6219=3,4886222 



logtang(i8o'' — y ) = 0,2288132 

1 80° — /' = 59° 26' 24'^ 22 
y=i2o'>33'35'',78 
j"= ^'-hi8o°= 3oo»33' 35'^ 78. 

Maintenant, pour calculer x' il sufOt de remarquer 
que la première des deux équations proposées eutraîne la 

suivante : 

(— a') sin(i8o«-y) = 549,7827, 

à laquelle on peut appliquer les logarithmes, et il vient 

wr— ^M— i log 549,7827 = 2,7401910 

^^ ^^ I —k>gsin(i8o«>— y j = 0,0649476 

log( — x') = 2,8o5ï^ 

^" = —ar'= 638,467 

a:'= — 638,467. 

Scoîie, — On aurait pu calculer directement les deux 

'7 
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valeurs de x, sans les faire. dépendre de la détermination 
dey, et voici comment : 

Les équations proposées donnent 

x'sin'7 = (549,7827)», 

X^ COS^T" :i= ( 3 24 , 62 1 9 )% 

et ajoutant ces deux dernières équations membre à mem- 
bre, il vient 

*"= (549*7827)' ^-(324,62I9)^ 

d'où Ton tire 

x=±v/^( 549,7827)»-+- (3^4, 6219)» =±638,467. 

Vin. 

On a 

/ \ . I . I 

(i) sinx = -j smj = -> 

calculer sin (x -t-j^). 

(Fac. des Se. eie Paris.) 

Solution. — Les équations (i) donnent 



COSJ? 



{=± >/i— sin»^) =it: i/i— 2 = ± ^ V^, 

COSJ (=± ^i— sin'j) =± i/ I =± - v/2 , 

et^ par suite, comme on a 

çin (x+x) = sin x cosy + sin j ces x, 
il vient les quatre valeurs suivantes ^'|, i^j, 1^3, 1^4 pour 
8in(a7-hjr)» 

p. = ^ \/2 -H g \/3 = 0,7600797 , 

P, = i V^ — g V^ = o, 1827294, 

f, = — ^^ + ^V^= — 0,1827294, 



I /- I i-r 



P4 = — ^ V^2 — 2 s/3 = — 0,7600797 . 



J 
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IX. 

On a deux arcs A et B 

On demande de calculer un troisième arc X, compris 
entre o et 90 degrés, tel qu'on ait 

(i) taDg X = rang A -I- lang B . 

i Fac. des Se. de Paris,) 
Solution* — On a 

^ sfn A sin B sin A cosB -+- sinB cos A 
langA-4- tangB = 



cos A cos B cos A cos B 

_ siD(A-f-B) 
cos A cos B 

et par conséquent Téquation (i) revient à la suivante 

^ „ siD(A + B) 

tanc X = ^ :=r' 

cos A cos B 

En appliquant les logarithmes à cette dernière équa- 
tion, on obtient, conformément aux données de la ques- 
tion, ^ 

( logsin (A4-B)=logsin 87^44' i9"=T,99966 16 
log tang X= \ — îog cos A = — log cos 38** 1^' 36''=ro, i oSg 1 89 

( — log cos B = — îog cos 49° 1 9' 43" =0,1 859392 

log tang X=:o, 29 1 5 1 4 7 
X=:62°55'46^28. 

X. 

Calculer, jusqu'à 6 décimales, le sinus et le cosinus de 
. Tare de 3o degrés. 

Déterminer (au moyen d'une figure) les formules qui 
donnent sinus et cosinus de i5 degrés par sinus et cosi- 
nus de 3o degrés. 

(Fac. des Se. de Poitiers.) 
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Solution. — 1^ On a 

sin3o°=-.e6o«(*) = i = o,5 

cos 3o** = i/ 1 — sin' 3o*» == -^3= o,866o25. 
' 2 

2^ Considérons une circonférence quelconque ayant le 
point O pour centre, et désignons son rayon par R. 

Supposons que Ton tracé un diamètre quelconque AA' 
de cette circonférence, puis, qu^â partir du point A on 




prenne l'arc AB de 3o degrés. Traçons les cordes AB et 
A'B, et du point B abaissons la perpendiculaire BP sur 
AA. 

Le triangle rectangle ABA' donne 



AB =AA'. AP=2R(R — OP), 

A^*= AA'. A'P= 2R (R H-OP), 

d'où l'on tire 

/AB\^ / 0P\ 

/A'B\^ / 0P\ 

et comme on a 

AB . ^ 

— = 2 sini 5°, 

A'B . i8o«— 3o» . , „ ^ . ^„ 

-— - = 2 sm = 2 sm (qo® — i5** ) = 2 cos 1 5**, 

R 2 v^ / » 

— = cos 30", 
( *) Le rayon du cercle est supposé égal à Tunité. 



r 
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il vient 

. . ^^ I — cas 3o" 



cos' 1 5" = 



2 

I -4- CCS 3o° 



XI. 

On suppose un cercle dont le rayon R surpasse le pro- 
duit de 75 mètres par le nombre -9 et l'on demande quelle 

autre condition il suffit d'imposer à ce rayon pour que, 
dans ce cercle, la différence entre un arc de 7 5 mètres et 
sa corde soit moindre qu*un millimètre. 

La relation spécifiée dans cet énoncé, savoir R>5r5". -» 

exprime que dans le cercle de rayon R la demi-circon- 
férence a une longueur plus grande que y 5 mètres. 

(Foc. des Se. de Paris.) 

Solution, — Si, dans le cercle de rayon R, on désigne 
par a la longueur d'un arc quelconque moindre que le 
quadrant, on sait que Ton a 

on bien, à cause de sîn a = — -- » 
' 2R 



ou bien encore 



a €2a I / a V 

R ~ "Tr"^ 4 Vr j ' 



el en posant a = - • j5"', il vient 



m 






( * ) Yojeg nos Leçons sur la Théorie des Fonctions circulaires et la Tri" 
fionométrie, p. 8o. 
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D'après cette dernière relation, pour que la différence 
soit moindre que i millimèlre, il suffit que Ton ait 



. .,5m . ( 2---\ <o'",ooi 



16 '^ \ ïT ' =" ' 



ou, ce qui revient au même, 

R>75«»4\/--^=937",5o.i/3S, 

c'est-à-dire 

R>5i34^899. 

Scolic, — Pour résoudre la question, nous sommes 
parti de la relation (i), parce que cette relation se trouve 
indiquée dans la plupart des Traités de Trigonométrie, 
mais on aurait pu partir de cette autre, moins connue, 

a I / a \^ 

__si„„<g(^-j(»), 

et en traitant alors la question comme précédemment, on 
serait arrivé, pour que Ton ait 

75"" — > C 75°* < o»", 00 1 , 

à la condition 

R^ 4192*», 628. 

xn. 

Dans un triangle ÂBC, rectangle en A, Tangle aigu B 
est égal à 60 degrés, et le côté b opposé à cet angle est 
égal à I mètre. Calculer l'hypoténuse a et le côté c, à 
I centimètre près, sans faire usage des Tables de loga- 
rithmes. 

(Fac. des Se* de Toulouse,) 



(* ) Voye2 nos Leçons sur la Théorie des Fonctions cirçulaiees et la Tri- 
gonométrie, p. 78. 



r 
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Solution, — On a 



AC 
BC = -r-^> AB = AC.cotB, 



c'eet-à-dire 



SIQ oo" ^3 o 

C=Z l^.COt6o° = I".-— = I"». :r i/3 = o",58. 

\/3 3' 

On peut résoudre le problème sans recourir à la Tri- 
gonométrie, et voici Gomment : 

Joignons le point A 'au point O milieu de l'hypoté- 
nuse BC. 

On sait que Ton a 

BO=:AO, 

et, par suite, 

angle BAO = angle B := 6o®, 

Le triangle ABO ayant deux angles égaux chacun à 
6o degrés, le troisième angle BOA a aussi même valeur, 
et par conséquent on a 

BO = AB, 

c'est-à-dire 

a 

— •=z c. 
1 

Maintenant, si dans la relation connue 

a* = ^» -H c^, 
on pose 

b=z i", et c = -, 

2 



a^ 



il vient 

d'où l'on tire 

a = I'". -^= i'"^v^3= i",i6, 

y 3 ' 
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et, par suite, 

Cette dernière manière de présenter la solution du pro- 
blème ne pourrait pas être appliquée si la valeur de 
l'angle B était diflerente de 60 degrés. 

XIU. 

Un côté d'un triangle a pour valeur 35™, 4^ î 1^ deux 
angles adjacents sont respectivement de 48^52^13^^ et de 
75** 18' aS'^; calculer le troisième angle, les deux côtés qui 
le comprennent et la surface du triangle. 

( Fac. des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons par X le troisième angle de- 
mandé, par y et z les deux côtés qui le comprennent, 
jr étant celui qui est opposé à Tangle de 48^*59/1 3", et 
par S la surface du triangle. 

On a 

X = 180" ~ (48"5:2' i3"-f- 75° i8'25") = 55«49'22'^ 

r .__ sin48"52^i3^^ 
35"', 42 ~sin 55-^49' 22"' 
% 51075° 18' 25" 



-;- „» 



35'», 42 ~" sin 55^49' 22'' 
8 _ /oa; / X2 sm48»52^i3^^ sin 75^18^25^^ 
^ 7=ï "-^"^^ '^""^ sin 55"49'^?^ '' 

et, par conséquent, 

)/ log 35, 4^ = ï ,5492486 

= I H- log sin 48°52'i3" = 7,8769231 
\ — log sin 55^49' 22*^ = o , 0823349 



■^(7:=) 



= 1 ,5o85o66 

in 

Y = 32"», 248, 



,« = 32,248, 



'°«(f.)= 
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log 35,4^ = 1 ,549^486 
-h log sin 7S« 18' aS"" = 7,98556o5 
~ log sin 55® 49' ^^'^ = 0,0823349 



'og(^) =i,6i7i44û 



— = 41,414, 

z = 4i»,4i4, 

2 log 35, 4^ == 3>0984972 
j^ /^ ^\ _ I -Mog sin 48^52' i3" =T ,8769231 
%' 1^^ ,«.q j - j ^_iogsîn75oi8'25'' =l,98556o5 

— log sin 55^*49' 22" = 0,0823349 







• 


■ 


^"«(^™q) = 


3, 04331 57 










s 

2 = 

,mq 


I 104,88 










S 

,mq 


552,44 










S = 

• 


552°*<i,44' 


Pour 


calculer S, 


on aurait pu se servir de la formule 


connue 










w 






2S —^z 


.sinX 


= ^«. sin 55^49' 


22'^ 


et on aurait obtenu 
















^ (^) - 


: 1 ,5o85o66 


log 


(' 


M-' 


-f-log 


sin 55049' 22" = 


I ,6171440 
: 1,9176651 


•- 








^^S [- ,.q) = 


= 3,o433i57 






a 




s 

2 = 

jmq 

S 


= I 104,88 
= 552,44, 








• 


S = 


= 552'»n,44- 
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XIV. 



Dans un triangle on connaît un des angles égal à 
35°i8'46^^ et les deuic côtés adjacents qui sont égaux, 
Tun 387 mètres, et l'autre à 72 mètres; calculer là sur- 
face du triangle, en évaluant en ares et centiares. 

(Fac. des Se. de Paris,) 

Solution. — Désignons par X cette surface. 
On a 

A =i.87.72.sin35°I8'46''=:3I32.sin35•I8'46^ 

1 ■ 2 

et, par suite, 

X j log3i32= 3,4958218 

H 7^15 = I -Hlogsin35»i8'46'' = T,'36i9576 

'«S 7^ = ^'^577794 

— = 1810,4^ 

X=i8io""S42, 

c'est-à-dire 

X= i8Mo",42. 

XV. 

On donne dans le triangle ABC, 

rangleA = 24"23'44", 
le côté AB = 268", 84, 
le côté BC= 198"', 37; 

calculer l'angle B. 

(Fac. des Se. de Pans.) 

Solution. — On a 

sin C AB 



sinA - BC 



f 
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OU, ce qui revient au même, 

sin(AH"B) _ AB 
smÂ "~BC' 
d'où Ton lire 

sin (A -f- B) = —^ • sin A, 

BC 

ou bien, conformément aux données de la question, 

sin (A + B) = 2^1^ . sin24"23'4r, 

19», C$7 

et, par suite, il vient 

ilog 268, 84 = 2, 4294989 . 
H- logsin 24*>23'44"= 1 ,6159856 
— log 198,37 == 3,7025240 

log sin ( A -4- B) = 1 , 7480035 

/ A + B = 34°2'2i^63, 
Première solution ) B = 34**2'2i",63 — 24*>23'44" 

( =9o38'37",63. 

/A-HB = i45«57'38",37, 
Deuxième solution ) B = i45*»57'38",37 — 24°23'44" 

( =121033' 54",37. 

Scolie, — Dans la question précédente, il y a eu deux 
solutions j parce que l'on avait 

A<90" et AB>BC(*). 

De plus, les deux valeurs obtenues de A -I- B sont les 
deux valeurs de l'angle C, c'est-à-dire que si Ton prend 

B = 9«38'37",63, on a C = i45«57'38",37, 

et que si l'on prend 

B = i2io33'54",37, on a C= 34*>2'2i", 63. 



(*) Vojrrz nos Leçons sur la Théorie des Fonctions circulaires el la Tri- 
f(onumélrie, p, 281 , 282. 
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XVI. 

On donne Tangle A d'un triangle ABC, et les loga- 
rithmes des rapports au mètre des côtés &, c qui com- 
prennent cet angle, savoir : 

H (-^sj =^"59263, log f-^j = 3,2714872. 

On propose de résoudre le triangle, c'est-à-dîre de 
déterminer B, C, a, et d'en calculer la surface. 

(Foc. des Se. de Paris.) 

Solution. — Comme on a 

log b < log c, 

on a, par suite, 

b<ry B<C. 

Sî Ton pose 

. ^ 
tang-f = — > 

on a la formule 

tang = tang (45" — •«}») cot — , 

qui sert à calculer 5 et comme on connaît 

^ 2 

C-f-B A 

2^2 

011 a. par suite, les angles B et C. 

Le côté a se calcule au moyeh de la formule 

, sinA 
a = h -^— - . 
smB 

D'après cela, et conformément aux données de la ques- 
tion, nous allons présenter ici le tableau des calculs qui 
conduisent à la solution demandée : 
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i<» Calcul de l* angle >[*. 



, b 






logtang^i = 

-log (fi,] =4,7^85x28 



loglang4* = 3,8444391 



C — B 

a" Calcul de 



Ung ^ = tang (45^* — ^p ) cet - , 

45«— >^ = 44«35'58",4, 
- = 34«55'44",2, 

** ° 2 i 4- log cot - =0,1559200 

log tang — -— = 0,1 49849^ 
^I^ = 54«4i'39",i. 



3» Calrul de B cC C. 

2 2 

C = ^i^ + ^—5 =.09<'4ô'54",9- 

2 2 
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4" Calcul de a, 

, sinA 

a = b—, 

sin3 






log 

logsinB = 2,1819791 

'oô'(-^] =3,2704977 

^ = 1864,22 

'«= 1864™, 22. 

xvn. 

Calculer la formule qui donne la tangente de la moitié 
de Tangle A d^un triangle ABC en fonction des trois côtés. 
Appliquer au cas de 

fl = i27",5j 6 = 263™, 8, <? = i(^™,9, 

(i^ac, des Se, de Grenoble,) 
Solution. — On a 

/?* = A» -4- c^ — s>. Ac. cosA, 
et comme 



cos A = 1 — 2 sm* — = 2 cos* i , 

2 2 



il vient 



a^ = (b — cV -^ /ibc s\n^ -^ 
. ' ^ 2 

2 

ou, ce qui revient au même, 

4Ac sin^ - = flî — (^ — c)^ = (« -f- ^ — c) (fl — ^ 4- r), 

A 

4^ccos2 - = (^-4-0?— fl2__(^4. b-\~c)(b-hC'^a), 



d'où . 
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.A (a-^-b — c)(a — b -{- c) 
tang' - = 7 ; r— h 

^ 2. (a-\-b -}-€) [b-^c — a) 



ou bien, en désignant par/? le demi-périmètre du triangle, 

A _ (p^b)(p-c) 

Faisons maintenant Fapplication de cette formule au 
cas proposé. 
On a 





a= i27'*,5, 


• 


^=263°», 8, 




c_ i96"»,9, 


d'où 






/? = 294^,1, 




p^a= i66™,6, 


• 


p-'b— 3o",3, 




p — c^z 97"',2, 




— log -^ — 3,53i5o5o 




-Ï^S ^7^^ = 3,7783250 




log ^ = , ,48144^6 




log ^ = 1 ,9876663 


et, par suite^ 





A - 
2 log tang - = 2 ,7789389 

A — 
logtang-= 1,3894694 

^=i3o46'3i",99, 
A = 270 33' 3", 98. 
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xvm 



Les trois côtés d'un . triangle ont pour valeur, Tun 
35 mètres, Tautre 89 mètres, le troisième 48 mètres. On 
demande de calculer à une seconde près la valeur de cha- 
cun de ses trois angles. 

(Fac, des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons les trois côtés 35 mètres, 
39 mètres, 48 mètres, respectivement par les lettres a, &, 
c, et les angles respectivement opposés à ces côtés, par 
les lettres A, B, C. 

Posons de plus, pour abréger, 

-.(fl H- ^ 4- c) ==p. 
2 ^ 

On a 
/? = 6r", /^ — tfr^^ô'^ ^i — ^ = 22°», p — c=i3"; 

et, par conséquent, les formules connues 

\ A (p^fj)(p-^c) 

tang^ - = ; — '-^ , 

2 p{p-a) 

R (p — a\ip — c) 
^ 2 p[p-b) 



donnent 



rang» - = '-^ — '" ■ S 
2 p(p-'c} 



A 22.1 3 ?.2 II 

tang' - = 



laDg' ~ = 



® 2 61. ï3 61 61 



61 .26 


61 .2 61 ' 


26. 1 3 


i3,i3 169 


61 .22 "" 


61 . 11 671 


26.22 


2 . 22 44 
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d OÙ l'on lire 

^ { --log6i== 2,21467016 

A — 

log lang» -= 1 ,25606285 

A - 
log lang - = 1 ,62803142, 

^ = 23»o'3o»,7, 
A = 46<'i'i''. 

2 I —log67 1=3, 1732 7748 

B — 

logtang» - = ï ,4oi 16418 

log tang - = 1 ,70058209, 

l = 26-39'o",8, 
B = 53»i8'a". 

logtang'^^j '«844 =..64345268 
2 j — Iog6i == 2,21467016 

C — 

Iogtang^- = 1,85812284 

C - 

ldgtaffg-- = 1,92906142, 

2 

-=:4o»2o'28^5, 
2 , 

C=r8o«4o'57". 

Scolie. — Le troisième angle C aurait pu s'obtenir îm- 
niédiatement au moyen de la formule 

C = i8o»^(A-f-B). 

18 
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XDL. 

Résoudre un triangle ABC, coanaissant les deux côtés 

a, £, et sa surface S. 

jipplication : 

û = o™, 2854 , ft = o"», 489 , S = o"*i, 02948. 

(Fac, des Se, de Nancy.) 

Solution. — De la formule connue 

S=iïi — smC, 
2 

on lire 

ab 

et cette dernière égalité fournira généralement deux va- 
leurs pour Fangle C, Tune C moindre que 90 degrés, et 
l'autre égale à 1 80^ — C. 

Il n'y aurait que dans le cas où le produit ab égalerait 
2 S que Ton aurait une seule valeur pour l'angle C, la- 
quelle valeur serait égale à 90 degrés. 

Ayant ainsi calculé l'angle G, on athèverala résolution 
du triangle en se servant des formules connues [*) : 



et 



. A — B 


a — b C 

--T COt-î 

a-^b 2 


A-hB 
2 


„ C 


AH-B 

A — — 

2 


A — B 

H » 

2 




. A-B 

9 

2 


• 

/• ■ .. . „ 


) sm - 

2- 


CQ3 


A— B 

2 



(*) Yojrcg la résolution des triangles rectilignea dans le cas où Ton 
connaît deux côtés et Tangle eomptfB. 
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Application, — Étant donnes 

a = o", !i854 » ^ = 0", 489 , S =? o"^, 02948 , 

on a 

]og2 =:o,3oio3oo 
S ^ 

ï<>g TSq = 2,4695275 

«-S-"C = L,ag'^ =0,5445460 

— ^^ 7^ =0,3106911 

log sin G = 1 ,6257946 

C'=:24»59'25'',97, 
i8o«— C==çI55°o'34^o3. 

I ° Calcul des éléments A , B, c, pour C = 24° Sp' a5", 97 . 

b — « = o",2o36, 

r. 1 1 n- • • y «4- * = o",7744» 
Calcul préliminaire. \ / /-r-r 

k>g-^ ^7,3087778 

, ^ B— A 1 , a-hb 

log tang — — - = / -- log -— ^ c= 0,11 io347 

Q 

-f- log cot - =0,6544144 



log laug = 0,0742269 



5^=49» 5^' 21 ",54, 

B -f- A n O / /' 

= 77° 3o' 17 ,02, 

A =27» 37' 55", 48, 
B = 127» 22' 38', 56. 

18. 
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logî^ =7,8889653 
*9g ^ =( H-logsin - = i,335i75i 

log CDS = 0, 1907847 



^<^g^ = >4i49^5i 



-^=0,35997, 



i« 



, r = o»,a5997. 

a® Calcul des éléments A, B, c pour C = i55*^o'34'\o3 

b — <i = o"»,2o36, 

^,1 .i. . • )û -f-^ = o"',7744> 
Calcul préliminaire. ( " '^^' 

- = 77® 3o' i7",oa. 



log -^ = 1,3087778 

B — A ] . a-h b «, 

log tang ^ = \ — log — — - = 0,1 1 10347 

C — 

4- log cot - = 1,3455856 



log tang — — = 2,7653981 

= 3«2o'4'',i8, 

2 ^ 

2^=ia»29'42'',98, 

A = 9°9'38%8o, 
B = i5»49'47«',i6. 
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log "-^ = 7,8889653 

c -^ 

— log cos = 0,0007359 



log— = 1,8792906 



^ = 0,75734, 



C=:0™, 75734. 



La surface d'un triangle est de 34^865 décimètres 

carrés-, on connaît de plus la longueur de deux côtés, 

savoir 92*^,35 et io3'", 67 : on demande de calculer 

l'angle compris entre ces deux côtés. 

(Foc. des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons cet angle par X. 
On a 

34*28,65 = -«92,35. 103,57. sinX, 

d'où l'on tire 

. 2.3428,65 685,73 

92,35. 103,57 9,235. 103,57 

et, par suite, il vient 

log685,73 = 2,836i53i 

log sîn X = { — log 9,235 = 1 ,034563 1 

— log 103,57 = 3,9847660 

log sin X = 1 ,8554822 
X = 45'^ 48' 8", 39. 
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XXI. 

On donne dans un triai^gle Â6C 

l'angle Bs= 68» a6' 17'', 
l'angle C = 75<» 8' 23", 
et $& hauteur AH = 148°*, 19. 

On demande de calculer les longueurs des trois côtés. 

( Fac. des Se. de Paris.) 
Solution, — On a 

AH = AB.sin B = AC.nnC, 
BC _ sin A 
AB "" sinC* 
A = 180»— (B H- C)=r 36»25'2o% 

d'où l'on tire 



ânB sin 680 26' 17" 

^^^w^" sin 750 8' 23'^' 
«^ .^sinA .« sin 36^*25' 20" 
sinC 8in75°o 23' 

et, par suite, il vient 

1 (^'^\ ^ I W i48,ig= 2,1708189 

^ VT^y "" I - log sin 68» 26' if = o,o3i5o73 



■ I II m »■■■ 



^ogl YHr) = 2,2023262 



— . = 159,341 



,m 



AB:i= i59",34i, 
, / AC\ _ I log 148,19 = 0,1708189 

^^ \T^y "" I - log sin 75« 8' 23" =r 0,0147738 



îog(^)=^,t855927 



AC 

= i53,3i8, 



jU. 



AC=:i53'»,3i8. 



TKlGOfilOMÉT«lE BCCTII.1GZIE. 2^ 

)l loff ( — I = 2,2023*62 

j -4- log sin 36«25'2o" = ii7735897 
f —logsin75**8'23'' = o,oï47738 



BC = 97«,8J9. 



xxn. 



Calculer à -^ de seconde près les angles d'un losange, 
sachant que le périmèlre de ce losange est égal à 842*", 698 
et que Tune de» diagonales est égale à 92™, 355. 

{Fac. des Se. de Paris J) 

Solution, — Comme dans tout parallélogramme, et 
par conséquent dans un losange les angles opposés sont 
égaux, il n'y a ici qu*à calculer deux angles, et nous dési- 
gnerons ces deux angles par A et B, A étant celui qui est 
opposé à la diagonjale connue. 

Représentons, en outre, paf a le côté du losange. 

On a 

4fl=:&42"',698, 

et par conséquent 

a ■=. 2 10"', 6745* 

Maintenant, on sait que dans tmit lodange les diago- 
nales se coupent çn partie3 égales et à angle droit, et de 
plus qu'elles sont bissectrices des angles du losange. 

D'après cela, les deux diagonales de notre losange for- 
ment avec Tun de. ses côtés un triangle rectangle dans 
lequel Thypoténuse égale «(= 2 10"*, 6745), un côié de 
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l'angle droit égale la moitié de la diagonale connue 
=^' — ^ = 46", 17751» et Tangle opposé à ce côté 

égale -• 

On a donc 

-în^-. 46,1775 

sin — — "^"iTP 9 

1 210,0745 

et, par suite, 

loc sin ^ = i '^^ ^^' ^ 775 = i_,66443o4 
, . ^ â l — log 2 10,6745 = 3,6763880 

A — 

log sin - = 1,3408184 

^=;= 12039^41% 
A = 25** 19' 22''. 

La valeur de A étant obtenue, pour avoir celle de B il 
suffit de remarquer que l'on a 

B = i8o« — A = i54» 4o' 38^ 

xxm. 

On connaît une droite AB :=:= 3784 mètres. Deux points 
C et D sont dans un même plan avec cette droite, et ils 
sont déterminés^ par rapport à cette même droite, au 
moyen des angles 

BAC = 87-25', ABC = 46° 34', 
BAD=47«32', ABD=:84°35', 

formés en joignant les points C et A, C et B, D et A, D 

et B. 

Avec ces données, on propose de calculer la distance 

des deux points C et D. 

{Fac, des Se» de Paris,) 
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Solution. — On a 

ACB == i8o«— ( BAC 4- ABC) = 46*» i', 
ADB = iBoV— ( BAD 4- ABD) = 47*»53', 

*r. A« sinABC ,^ .^ sinABD 

AC = AB . -T— TT^z, î AD=r*AB.-^ --, 

sinACB sinADB 

AC __ sinABC. sinADB _ sin46°34\sin47°53^ 
AD *" SinACB. sinABD"" sin46°i'.sin84«35' ' 

* AC ., .' 

et en posant — = langy, il vient . 

logsîn46*'34'=i ,86io4i2 

loglangy= l 4- logsin47»53' = 7,8702756 

— logsin46"i' =0,14^9439 
— logsin 84° 35' =0,0019437 

log tang^ = 1 ,8762044 

y = 36*» 56' 32", 3, 

45»— .p=8«3'27",7. 
Maintenant, on a 

CAD = BAC — BAD = 39*^53', 

tang i ( ACD — ADC) = tang (45» — y ) . cot ^^ 

= tang (8« 3' 27", 7). cot 19-56' 3o", 
et, par suite, 

logtangl(ACD-ADC)=i logfan6&'3'27",7=T,i5o9646 
* *'r ' | + Iogcoti9»56'3o"=o,44o3ii6 

— ^ ■ I !■ ■ ^■■11 M^— — ^B^^W^.— ^ !■ «Il I ■ M^— — — ■ I II I ^ ■! 

log tang- (ACD — ADC) =1,5912762 

2i 

i.(ACD — ADC) = 2i«'iff54",8 

-(ACD + ADC) = i(i8o»— CAD)= 70*» 3'3o" 

2 \ ^ 



ACD=9I«22'24^b. 
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Eiiiîn^ la formule 

_ > 1^ si" CAD _• sîn ABD sinCAD 
~" sinACD"" * sin ADB * sin ACD 

— -^ ^ sin47"53' sin 91» 22' 24", 8 

donne finalement 

log 3784== 3*5779511 

4- log »in 84^35' = 7,998o563 

'^Stï: = { -4- logsin39°53'r=: 7,8070114 

— log sin 47** 53' = 0,1 «97 ^44 
— log sin 9i**22'24''>8 = 0,0001248 

CD 

log-— s= 3,5128680 



,m 



—-ï= 3257,38, 



jin 



CD=:3257"»,38. 

XXIV. 

On donne un cercle dont le centre est O et le rayon 
égal à 2 mètres; sur un rayon OB prolongé 00 prend 
BA = 3 mètres; on demande de calculer l'angle A que 
doit faire avec OA une sécante AMN pour que la partie 

MN interceptée par le cercle soit égale à 3 mètres. 

(Fac'f des Sd de Paris.) 

Solution. — Traçons le rayon ON (le point N c§t 
celui des deux points M et N qui est le plus éloigné du 
point A), et du centre O abaissons la perpendiculaire OC 
sur la corde MN. 

On a 

CN=-MN = i"»,5o, 
2 

CN 1 ,5o 
cosCNO = -- = -^— > 
UJN 2 

sin A ON '1 



sitiClNO OA 
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et par conséquent 



sinA==|sinCNO === I v'i — cos» CNO = I i/i ~ ^-^^^ 

= tV3»5o.o,5o = ^0,07, 

d^où Ton tire 

logsin A ==*• logo ,07 = 1 ,4^^54909 
A = i5«2o'3i'',i7. 

XXV. 

Dans un triangle isocèle ABC, la base BC est de 

1235 mètres, et la valeur commune des angles B et C est 

égale à d^^im'] trouver le rayon du cercle inscrit au 

triangle. 

(Fac, des Se. de Paris.) 

Solution. — Prenons le point D milieu de la base BC, 
et joignons-le au point A. On sait que la droite ÂD est 
bissectrice de Tangle A du triangle isocèle, et qu'elle est 
perpendiculaire sur cette base BC. D'où il suit que le 
centre O du cercle inscrit au triangle ABC. est situé sur 
cette droite AD, et que la distance OD est le rayon de ce 
cercle. 

Pour déterminer la valeur de OD au moyen des don- 
nées du problème, traçons la droite BO. 

Le triangle rectangle BOD donne 

OD = BD.tangOBD, 
et comme. on a 

BD=:iBC = 6i7'",5, 
2 ' 

angle OBD = - angle B = 32° 1 1 ' , 
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il vient 

OD = 6i7«,5.iang 32*» 1 1', 



d'où 



log— = ( log6i7, 5 = 2,7906370 

^"^ I -+- log «ang 32° 1 1'== 1 , 7988767 

log— =3,5895137 

22==:388,6io, 
OD = 388'»,6io. 



XXVI. 

. Calculer le nombre de degrés, minutes et secondes que 
doit contenir un arc de cercle, pour que Taire de la zone 
engendrée par la révolution de cet arc autour du diamètre 
qui le divise en deux parties égales soit égalé à la moitié 
de Taire du cercle auquel ce même arc appartient. 

(Foc. des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par X le nombre de degrés, 
minutes et secondes que doit contenir Tare en question, 
par R le rayon du cercle auquel cet arc appartient, par h 
la hauteur de la zone dont il est parlé dans Ténoncé du 
problème, et par S la surface de cette zone. 

On a 

X H — à h 



2irR.A(==S)=-irR% 
^ ■ 2 



et par conséquent 



X I 3 

ces — = I — -7 =: -T^ 

2 4 4 
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d'où Ton déduit 

^ "" ( —>og 4 = ii^> 39794001 

X — 

log cos — = 1 ,875061 26 

J = 4i«a4'34",62, 
X = 82049' 9% 24. 
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QUATRIÈME PARTIE. 

PROBLÈMES RELATIFS AUX COURBES USUELLES. 



I. 

On donne le grand axe d'une ellipse 

A A''= 1 26 mètres, 
et la distance des tieux foyers 

FF' = 84 mètres. 
Par le foyer F on mène une perpendiculaire au grand axe, 
laquelle rencontre Pellipse au point D. Evaluer chacun 

des rayons vecteura DF, DP. 

{Fac, des Se. de Toulouse,) 

Solution, — Désignons par O le centre de l'ellipse. 

Le foyer F étant la projection du point D sur le grand 

axe AA\ on sait que Ton a (^) 

OF 
DF=OA — ^-OF, 
OA ' 

OF 
Dr=0A-4-;— OF, 
OA 

et, par conséquent, conformément aux données de la 
question, il vient 

DF = I-. (63 - Il . 42") = i".(63 - 28) = 35», 

DF'=i». (63-h||-4*)=i".(63-+-28)=9i-». 

Scolie* — Dans la solution précédente, on aurait pu se 
borner à calculer DF, comme nous l'avons fait, et con- 

( * ) Voyez nos Notions élément afres sur les Courbes usuelles, à Tusage 
des candidats au Baccalauréat es sciences et à l'Ecole de Saint^Cyr, 18G4. 
I Yol. in-8 de 90 paçes; prix, 2^, 5o; chez Gauthier-Villars» à Paris. 



r 
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dure ensuite DF' de la relation connue 

DF -H DF' = AA', 
laquelle aurait donné 

Dr =^ AA'— DF =î I». (1Î86 — 35) = 9i«. 

La durée de la révolution de. la Terre autour du Soleil 
étant égale à 365^,256, on demande de calculer le demi* 
grand axe de Tellipse décrite par la planèie Mars qui 
effectue sa révolution en 686^,980, 

On prendra pour unité de longueur le demi*grand axe 

de Fellipse décrite par la Terre. 

[Foc, des Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par x le demi-grand axe à cal- 
culer, et par a celui de Tellipse décrite par la Terre. 

On sait que les carrés des temps de révolution des 
planètes sont proportionnels aux cubes des grands axes 
de leurs orbites (Loi de Kepler). 

D'après cette loi, on a 

(686,980)' _j:»_ /xy 
(365,256/ ""û'"" \a) ' 

d'où l'on tire 

x.__j 2 log686,98o = 5,6738882 

^^^8 fl — j _ îiog365.256 = g,Ç748o54 

3 lôg - = o ,5486936 
log^ = 0,1828979 

. - = 1 ,52369. 

Il suit de là que si Ton prend a pour unité de mesure, 
X sera exprimé par le nombre r, 5236g. 
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m. 

Une circouférence dont le rayon augmente indéfiniment 
de manière à devenir aussi grand que Ton teut, est sup- 
posée toujours située d'un même côté d'une droite fixe AB 
et constamment tangente en un même point C dé cette 
droite, et sur cette circonférence on considère l'arc va- 
riable MCM' dont le point C est le point milieu et dont 
les deux extrémités M, M^ sont constamment à la même 
distance A de ce point. 

On propose de démontrer que Parc MCM' tend de plus 

en plus à se confondre avec la partie DE de cette droite 

qui est égale à a A et qui a le point C pour son point mi- 

' lieu, et qu'il peut en diiSerer d'aussi peu que l'on veut, 

soit quant à la position, soit quant à la grandeur* 

Démonstration, — Soit O le centre mobile de la cir- 
conférence en question ; ce centre demeure toujours sur 




la droite CC menée par le point C perpendiculairement 
à la droite AB. 

Traçons les rayons OM, OM' et les cordes CM^ CM'. 

Les triangles isocèles COM, COM^ conservent con- 
stamment les mêmes bases CM, CM' (CM = CM'=: A), 
et. comme les côtés égaux OC, OM, OM' augmejitent indé- 
finiment, de manière à devenir aussi grands que l'on veut, 
chacun des angles COM, COM' diminue de plus en plus 
et tend vers zéro comme limite, d'où il suit que chacun 
des angles aigus OCM, O.CM' augmente de plus en plus 
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et tend vers un droi-t comme limite, c*est-d-dire que 

Ton a 

limite de Tangle OCl^t = angle OCD, 

limite de Tangle OCM' = angle OCE. 

D'après cela, il est permis de conclure que l'arc MCM', 
qui est toujours compris entre la ligne brisée MCM' et 
la droite AB, tend de plus en plus à se confondre avec la 
partie CD de cette droite AB et qu elle peut en diflerer 
d'aussi peu que l'on veut, soit quant à la position, soit 
quant à la grandeur. 

Donc, etc. 

IV. 

On suppose une ellipse dont le grand axe A A' augmente 
indéfiniment de manière à devenir aussi grand que Ton 
veut, et qui est telle, que l'excès de ce grand axe sur la 
distance FF' des foyers F, F' est constante. Sur celte 
ellipse on considère l'arc variable MA M' dont le sommet 
A est le milieu, et dont les deux extrémités M, M' sont 
constamment à la même distance A de ce sommet. 

On propose de démontrer que l'arc elliplîquç MAM' 
tend de plus en plus à se confondre avec un arc parabo- 
lique, et qu'il peut en différer d'aussi peu que l'on veut. 

Démonstration, — Supposons, ce qui est permis, que 




le sommet A de l'ellipse soit fixe, et que la direction du 
grand axe A A' soit toujours la même, savoir la droite AX. 
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Soit F le foyer le plus voisin du «ommel A . 
Comme on a 

AF=:i(AA'— FF'), 

la distance AF est invariable, et, par conséquent, le 
foyer F peut être considéré comme demeurant toujours 
dans la même situation. 

Quant au foyer F', il s^éloigne de plus en plus du som- 
met A, et sa distance à ce sommet peut devenir aussi 
grande que l'on veut, puisque le grand axe AA' croit au 
delà de toute limite et que la différence AA'— FF'est 
constante* 

Sur la droite AX prenons le point C symétrique du 
foyer F par rapport au sommet A, et par ce point traçons 
la droite DE perpendiculaire sur cette droite AX, 

Considérons la circonférence variable C'CC' assujettie 
à être constamment tangenie à cette droite DE au point C, 
et à avoir pour centre le second foyer F' de Tellipse. 

Soit N un point quelconque de l'arc elliptique MAM'. 

Traçons les rayons vecteurs FM, F'M, FN, F'N, ainsi 
que la|corde AM, et désignons par G et H les points de 
la circonférence CCCqui appartiennent respectivement 
aux rayons vecteurs F'M, F'N prolongés dans le sens de 
F' vers M, et de F' vers N. 

On a 

FM -h F'M = FN -f- F'N = AA' = F'C, 

GM + F'M = HN -t- F'N = F'C, 

et, par conséquent, 

FM = GM, FN=HN. 

De plus, les inégalités 

GM(=FM)<AM-+- AF, 

GCH<GCG<AC4-AM-HGM, 

, donnent 

CCH < €CG < 2 (AM H- AF), 

c'est*à-dîre que, quel que soit le grand axe de Tellipse, 
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la lopguçur de I4 cordç de Tare de cercle CH ne s'étend 
pas au delà d^une certaine limite qui peut être prise égale 
à la longueur invariable a ( AM -+■ AF). 

Gela posé, taudis que le grand axe AA'de Tellipse aug- 
mente indéfiniment de manière a pouvoir dépasser toute 
longueur que Ton veut, I4 droite F^H, constamment égale 
à ce grand axe, tend, comme position limite, à devenir 
parallèle a la drpite AX, ou^ ce qui revient au même, k 
0^re perpendiculaire sur la droite DE, et, d'après le théo- 
rème établi précédemment {IV* Partie, lïl), l'arc CH tend 
de pliJS eq plus à 3e confondre avec une partie de cette 
deri^ière droite, et est susceptible d'en différer aussi peu 
que Ton veut. 

Il suit de là, et de Tégalité HN = FN déjà établie, que 
l'arc elliptique MAM' tend à jouir de la propriété d'avoir 
chacun de ses points, tels que N,. également distant et de 
la droite DE et du foyer F, et qu'il peut approcher d'aussi 
près que l'on veut, d'avoir cette propriété. 
Donc, etc. 

Scoli'e, — On établirait, à peu prés de la même manière, 
la question suivante : 

On suppose une hyperbole dont l'axe transverse AA' 
augmente indéfiniment, de manière à devenir aussi grand 
que l'on veut, et qui est telle, que l'excès de la distance FP 
des foyers F, F', sur cet axe, est constante. Sur cette hy- 
perbole on considère l'arc variable MAM' dont le som- 
met A est le point milieu, et dont les deux extrémités 
M, M' sont constamment à la même distance A de ce 
sommet. 

On propose de démontrer que l'arc hyperbolique MAM' 
tend de plus en plus à se confondre avec un arc parabo- 
lique, et qu'il peut en différer d'aussi peu que l'on veut. 
Observation. — Relativement aux questions III et IV 
(IV* Partie) traitées précédemment, nous ferons observer 
que plusieurs auteurs établissent : i ° qu'une circonférence 

'9- 
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dont le rayoD augmente indéfiniment, de manière à deve- 
nir aussi grand que Ton v«ui^, et qui est toujours située 
d'un même côté d'une droite fixe à laquelle elle est con- 
stamment tangente en un même point, tend à se transfor- 
mer en une ligne droite, et 2° que la parabole peut être 
considérée comme une ellipse infiniment allongée. 

Ces deux propositions ainsi énoncées nous semblent 
fausses, car une circonférence demeure toujours une cir- 
conférence, quelle que. soit l'étendue de son rayon, et 
une ellipse est toujours une ellipse,* et non une parabole^ 
quels que soient ses axes. Pour qii'elles deviennent cor- 
rectes, il nous a semblé qu'on devait y apporter les 
restrictions que nous avons indiquées (IV* Partie, III 
*tIV). 
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CINQUIÈME PARTIE. 

PROBLÈMES RELATIFS A LA MÉCANIQUE 
ET A LA PHYSIQUE. 



I. 

Un corps pesant est tombé dans le vide d'une hauteur 
de 2^o^jii56. Calculer sa vitesse finale. 

( Fac. des Se, de Nancy.) 

Solution, —Si Ton désigne par V cette vitesse finale, 
par t le temps de la chute,. et par g l'accélération due à la 
pesanteur, c'est-à-dire la longueur 9^,8088 (*), on sait 
que l'on a 

d'où l'on déduit ' 

24o.3i56~i /j^\ /J_>^ Vi"-; 

et, par conséquent, 



3 



YS = l/î (--) • 24o,3i56= v/9,8088480,63 1 2 = 68,66i6, 
c'est-à-dire 

II. 

Trouver (par logarithmes) la longueur du pendule 
simple au moyen de la formule 



=Vi' 



(*) Nous prenons ici pour valeur de cette accélération la valeur qu'elle 
a à Paris, 



ag4 GIHQtlEME PARÏIE. 

OU 

[Fai\ des Se, de Poitiers.) 
Solution. — Cette formule donne 

et, par conséquent, conformément aux données de la 

question, 

9"\ 8088 

"""(3,1416)-'" 
Cette dernière égalité donne 

^^^± _\ log9,8o88 = 0,9916159 
®^'i"> ~"| >-ilog3,l4i6 = 7,oo56^^ 

/ I 7 

/ — o% 993836 

Cette valeur de / est la longueur du pendule simple 
qui, à Paris, bat la seconde^ c'est-à-dire qui accomplit 
chacune de ses oscillations en uiie seconde. 

m. 

L'un des bras d'un levier ordinaire a o", a86, et porte 
5 kilogrammes. Quel poids pourra supporter l'autre (lon- 
gueur de o"5 7i4) pour Féquilibre? 

(Fac. des Se. de Poitiers.) 

Solution. — Si l'on désigne par x le poids demandé, 
on sait que Ton a 



(i«»)_o. 



286 143 



5 0,714 357 

d'où l'on lire 

X 143.5 ., 

ou, ce qui revient au même, 

X = a"^, oo3. 
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IV. 

On pèse un corps dans l'un des plateaux d^une balanoe, 
et Ton constate que pour lui faire équilibre il faut placer 
dans l'autre plateau un poids de i kilogramme. On le 
place alors dans Tautre plateau, et on trouve qu'il faut 
1 200 grammes placés dans le premier pour que l'équi- 
libre persiste. On demande quel est le rapport qui existe 
entre les longueurs des deux bras de cette balance, et 

quel est le poids réel du corps. 

(Fac. des Se. de Paris,) 

Solution. — Désignons par x et y les longueurs des 
deux bras de la balance, et par P le poids réel du corps. 

Supposons que dans la première opération indiquée 
par l'énoncé du problème, le corps ait été placé dans le 
plateau suspendu à l'extrémité du bras de longueur x. 

Cela posé, on a . 

X 1^' jr P 



9 — 



et multipliant ces deux équations membre à membre, il 
vient 

De cette dernière équation, on tire 

X sjZo 

et, par suite, on obtient 

V. 

Un mobile descend sur un plan incliné et parcourt une 
distance de 35 mètres. 

La projection de ce chemin sur un plan horizontal est 
égale fi 18 mètres. 



2kp6 giuquièmb partie. 

Le eoefficient de frottemenl est pris égal à 0,20. 

On demande le temps que mettra le mobile à parcourir 

la distance de 35 mètres. 

{Fac. des Se, de Nancy,) 

Solution, — Désignons par x ce temps, par m la masse 
du mobile, et par a l'angle que fait le plan ii^cliné avec 
le plan horizontal. 

Si Ton décompose le poids mg du mobile [g repré- 
sente l'accélération due à la pesanteur, c'est-à-dire la 
longueur 9™, 8088) en deux composantes A et B, la pre- 
mière perpendiculaire au plan incline, et la seconde pa- 
rallèle à ce plan, on a 

A = mg . ces a, B ==/rfg . "sin a- 

De plus, en désignant par F le frottement qu'éprouve le 

mobile de la part du plan incliné, et par k l'accélération 

de la force sous l'action de laquelle ce mobile se meut, 

on a 

F = o , 20 . A = o , 20 . wg' . ces a, 

, B — F 

A = — ^ — ^ 
m 

et, par conséquent, 

A = g (sina — o,20.cosa). 

Maintenant, entre la longueur du plan incliné qui est 
de 35 mètres, et les quantités k et x, on sait qu'on a la 
relation 

35 = ^ — -(-^j =^--^(«n«--o,2o.cos«).^^j , 
de laquelle on tire 

(p)"= 



70 



g 
— (sina — 0^20. CCS a) 



X ^« 



Pour rendre celte expression de I — ] calculable par 

logarithmes, posons 

o,2o=:tang^, 
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par suite il vient 

70 * 



;^)= 



(sina — tangfp.cosa) 



,m 



c'est-à-dire 

XOStp 



(?)"=7^ 



^.sin(a — çp) 



,in 



Exécutons actuellement le calcul numérique : 

1° Calcul de Tangle a : on a 

18 
cosa=^, 

( log 18= 1 ,25527251 
logcosa= { _ • 

( — log 35 = 2,455931196 

log cosa = 1 , 7 1 1 20447 
a ==59® 3' o", 99. 

2° Calcul de Pangle qp : 

log tang<p = log 0,20= 1 ,3oio3ooo, 
cp = !iOi8'35",76. 

3° Calcul de Tângle a — ç : 

a — ç=: 47° 44' 25'', 23. 



4^ Calcul de — : 



. log 70= 1 ,8450980 

-h logcosç = 1 ,9914833 

» log 77, = '. _iog^ =:7,oo8384i 

— log sin (a — ?) = o ,1 30706& 



2log-7/=o?975672.2 
Jog^ =0,4878361 



— =3,075, 



298 CIHQUIÈMB PARTIS. 

On donne la surface totale d'un prisme droit hexagonal 
régulier; la surface des deux bases supérieure et infé- 
rieure, augmentée des six faces latérales, est égale à 
la décimètres carrés; la hauteur du prisme est de i déci- 
mètre; le prisme est un aluminium dont là densité est 
a, 5. On demande de calculer le volume du prisme et son 

poids. 

(Fac. des Se, de Paris.) 

Solution, — On sait qué les deux bases du prisme sont 
deux hexagones réguliers égaux. 

Désignons par x le côté de l^une de ces deux bases. 
La surface de l'une des bases est égale à 



12 



-«(i^-) 



c'est-à-dire à 

vdmq 



(6— 3.^j 



D'un autre côté, on sait que Tapothème de cette base est 
égal à 



2 ld«i 



et que, par suite, la surface de cette même base égale 

''-'•|(^)V3. 



D'après cela, on a Téquation 

« 

ou, ce qui revient au même, 



3C . 



(l^.)V5 



X 



-+-2-7ïï;r. — 4 = 0, 



|diit 
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d'où l'on tire 

»^ 2V/3 3 

et par conséquent la surface de Tune des deux bases est 
égale à 

i^mq (6 -f- s/3 — VS + ia^) = 2«*'"*ï,855io4o5 

On conclut immédiatement de là que le volume et le 
poids du prisme ont respectivement pour valeurs 

2^'"^855Io4, 
7"^^! 37761. 

vn. 

Une pyramide en pierre a pour base un hexagone ré- 
gulier de i5 mètres de côté; les faces latérales sont incli- 
nées de 60 degrés sur cette base. On demande ce que pèse 
la pyramide; la densité de la pierre étant 2,5. 

{Fac, des Se. fh; Paris,) 

Solution. — Désignons par X le poids demandé^ par V 
le volume de la pyramide, par S son sommet, par A et B 
deux sommets consécutifs de sa base, et par O le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point S sur le plan de 
cette base. 

De ce point O, abaissons la droite OI perpendiculaire 
sur le côté AB de la base, et itâçons la droite SI qui, 
d'après un théorème connu [Géométrie de Legendre, 
9* édit. Blanchet, liv. V> prop, VII), se tfouve perpen- 
diculaire sur AB. 

On a 

angleSIO = 6o"j 

ei, par conséquent, le triangle rectahgle SOI donne 

(i) S0 = OI.Ung6o", 

ou, ce qui revient au même, 

SO 

01 = Y. — 

tan{^()o" 



3oo ciKQuiisME partie; 

Cette égalité montre que la distance 01 est toujours la 
même, quels que soient les deux sommets consécutifs A 
et B de la base, c'est-à-dire que le point* O est le centre 
de cette base, et par conséquent la pyramide est régu- 
lière. 

Si l'on joint le point O au point A, on a 

0A==AB = i5'", 
et le triangle rectangle OAI donne 

01 =0A —AI =0A— ( — j =3--j-, 



c'est-à-dire 



01=— V3=r.5.v^. 



La valeur de OI étant connue, l'équation (i) donne 

SO = 7"»,5.v/3.tang6o**= 7™,5.3 = 2?™, 5. 
Maintenant, comme on a 

V I 01 I SO ^o ^ /ô 



= iooo» — •2,5, 
il vient 



I Kg j me 



-^ = 1 72968 , 75 . 2 ,5 . ^ = 748976 ,658, 

ou, ce qui revient au même, 

^ = 748976^% 658. 

Scolie, — Dans la question précédente, on aurait pu 
éviter de recourir à la trigonométrie, et voici comment : 

Dans le triangle rectangle SOI, l'angle SIO étant égal à 
60 degrés, l'angle OSI est égal à 3o* degrés, et par consé- 
quent d'après un théorème démontré dans ce Recueil 
(IP Partie, XI), on a 

SI = 2.01, 

€ît, par suite, 

SÔ'(=SÏ'-Ôî') =4 OÎ'— Ôî'=3.Ôï\ 
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c'esl-à-dire 

S0==0I.v/3. 

Cette relation n'est autre que 1 égalité (i),.car 

tang6o® = y/3. 

Vin. 

Calculer le poids d^un obélisque ayant la forme d'un 

tronc de pyramide, à bases carrées, dont les côtés sont 

o™, 72 et 2°*, 4 5 la hauteur 48 mètres; la densité de la 

matière 2,68. 

[Fac. des Se. de Paris,) 

Solution, — Désignons par X le poids demandé, et 
par V le volume de l'obélisque. 
On a 

^ = — .1000.2,68,^ 

V 48,, ,, , 
7^ = y [(2,4)^H- (0,72)^+ 2,4.0,7-2 

= 16.8,0064 = 128, 1024, 
et, par suite, 

X 

I 

c'est-à-dire 

X=3433i4*^S432. 

IX. 

Calculer le poids d'un bloc de granit ayant la forme 
d'un tronc de pyramide dont la base inférieure est de 
4"***,i5, la base supérieure de o"*i, 92, et la hauteur de 
3™, 25. Ou sait que le mètre cube de granit pèse 2780 kilo- 
grammes. 

(Fac, des Se» de Paris.) 

Solution. — Désignons par X le poids demandé, et 
par V le volume du bloc de granit. 



^ = 128, 1024. 1000.2,68 = 343 3i4,4^^' 



3q3 cinquième partis. 

On a ^ 

TSF = 7^ • ^7W>, 
V 3,25/, ^ /- . 

= -T- 14» i5 -h 0,911 -*-v/4, 15.0,92) 



me 



= -^ (5,07 -f. ^4» «5.0,92). 

et, par cons<*quent, 

7ï? = "X" (5,07 -h V4, 15.0,92). 2780 

C)035 /„ ; X 

= ^~j-VP>07 + v4»ï5.o,92) = 2ii53,858, 

ou, ce qui revient au même, 

X = 2ii53«S858. 

X. 

Quel est le diamètre d'un fil de platine qui pèse 
27 grammes par mètre de longueur? On prendra pour 
densité du platine 21,53* 

(Fac, des Se. de Paris,) 

Solution, — Désignons par x ce diamètre, et par V le 
volume d*un mètre de cm fil. 
On a 

V /i X y 

et conime, par hypothèse, 

•^^^j^^. 21,53= 27. rooo, 
il vient réquatiou 

''•[2 7^)'^'>53==27, 
de laquelle on tire 

X = i«»".6 4/ — L— = i««",26. 

V 2l,53.7r ' 



liHme,^. ( _J__ ) . ,oOQ. — » 

I m 
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XI. 

On demande la longueur d^un fil cylindrique en platine 

de de millimètre d'épaisseur et du poids de i gramme. 

Le poids spécifique du platine est ao. 

(Fac, des Se, de Poitiers,) 

Solution. — Désignons par x la longueur demandée. 
Le volume du fil cylindrique est égal à 

\2400/ 

et, par conséquent, à 

\2400/ I'" 

L^équation du problème est donc 

/ I \» or 

X 288000 /» o / 

75 = -—=91673,247, 

, ar = 91673'», 247. 

xn. 

Calculer le rayon d'un cylindre de cuivre de o*",4 de 
hauteur, par la condition que le poids de ce cylindre soit 
de 9*^)5; ce r^yon doit^tre obtenu avec une erreur rela- 
tive moindre que 0,1. 

La densité du cuivre est de 8,788. 

(Fac. des Se, de Grenoble,) 

Solution, ^^ Désignons par x la longueur du rayon du 
cylindre. 

Le volume du cylindre est égal à 



d*où 



c'est-à-dire 



|emc 



•«■(■^) -o^-'o*. 
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et, par suite, Téquation du problème est 



d'où l'on tire 



X 



3 



ï9 



1'"/ TT. 7080400 

.V 



— = 0,00092, 

j? = o"*, 00092. 

xni. 

Etant donné un cylindre dont la hauteur est de o™,8, 
et la circonférence de la base de o™,3, on demande ; 1° le 
poids de l'eau que ce cylindre peut contenir, et tP le 

poids de l'air qu'il peut contenir. 

[Fac, des Se. de Nancy,) 

Solution, — Désignons par x le poids de l'eau qui peut 
être contenue dans le cylindre, et par j^ le poids de l'air 
que ce même cylindre peut renfermer. Nous supposerons 
ces deux poids exprimés, le premier au moyen du kilo- 
gramme, et le second au moyen du gramme, comme 
unités. 

La circonférence de la base du cylindre étant de 3 dé- 
cimètres, son rayon a ppur valeur 

o^^3 

— » 

27r 

et, par suite, le volume du cylindre est égal à 

A (0,3)' • 

,dmc.L_l_JL. 0,8.1000, 

c'est-à-dire à 

18 



|dinc 



TT 



D'après cela, comnie i décimètre cube d'eau pèse 
I kilogramme, et que ï décimètre cube d'air pèse 1^,3 (*), 

C^) I kilogramme est le poids d'un litre d'eau distillée à la température 
de 4 degrés au-dessus de zéro, et iSi^^S est le poids d'un litre d'air pur à 
o^, et à la pression o™,76. 



on a 
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X 



z=z = 5*S729, 

TT 



i«,3.i8 23», 4 /,« 

y = — = — ^ = 7«,448. 



rc TT 



xrv. 



On veut lester un cylindre de bois de longueur égale 
à I mètre, de manière à ce qu'il affleure dans Teau jus* 
qu'à sa partie supérieure. On prend pour lest un cylindre 
de platine de même section droite que le cylindre de bois, 
et Ton fixe ce cylindre de platine à la partie inférieure du 
cylindre de bois, de façon à ce qu'il en soit le prolonge- 
ment; la densitédu bois esto,5; celle du platine est 21, 5. 
On demande quelle longueur il faut donner au cylindre 
de platine pour satisfaire à la condition énoncée. 

( Fac. des Se» de Pariai) 

Solution. — Désignons par x la longueur demandée 
du cylindre de platine, et par a la surface de la section' 
droite de chacun des deux cylindres. 

On a 

volume du cylindre de bois.. . = i^^ • -^-9 
volume du cylindre de platine = i "»« • — . — , 
poids du cylindre de bois. . . , == looo'^* • —^ «0,5, 

Cl ûC 

poids du cylindre de platine. . = 1000^ • — . — '21,5, 

poids d*un volume d'eau égal ) jr a / x\ 

11. 1 ' • 1 = 1000'^ jiH 1, 

au vol. des deux cyl. reunis ) i""i \ i'"/ 

et; par conséquent, l'équation du problème est 

a ( x\ a a X 



20 
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OU, ce qui revient au même, 

iH — -=o, 54-21, 5«-—» 
d'où l'on déduit 

•27 S I 

= r = -7— = ,0243p, 

I*" 205 4i ' ^ ^' 

c'est-à-dire 

j:= o"", 02439. 

XV. 

On a- un cylindre de bois de 3 décimètres de longueur; 
le poids spécifique du bois est 0,6; on ajoute à la* partie 
inférieure un cylitidre de fer de 0°^, 01 de longueur, dont 
le poids spécifique est 8. On demande : i^ de quelle lon- 
gueur plonge Tensemble des deux cylindres dans un vase 
plein d*eau; 2^ si le centre de gravité s'élève au-dessus ou 
au-dessous du centre de poussée. 

[Fac, des Se, de Nancy.) 

Solution. — Désignons par S la âectipn droite de cha- 
cun des deux cylindres, et par x la longueur dont Tcn- 
semble de ces deux cylindres plonge dans Teau. 

On a 

poids de l'cjau déplacée par l'en- ) kk "^ "^ 

semble des deux cylindres. ,\ 1 "'i i "* ' 

S 
poids du cylindre de bois = i *» . -^ • o , 3 . o ,6, 

S 
poids du cylindre de fer z=\^^ • — • 0,01.8, 

■ 

et, par conséquent, on doit avoir 

:[^"^= 7;;:5-0'3-o,6-î-— .0,01.8, 



c'est-à-dire 



-^ = 0,3. 0,6 4-0, 01. 8=0, 26, 
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OU, ce qui revient au même, 

Maintenant, désignons respectivement par A et B les 
centres de gravité du cylindre de bois et du cylindre de 
fer, c'est-à-dire les points milieux de leurs axes, et par 
C le centre de la base inférieure du cylindre de fer. Ce 
point C n'est autre que le point où la droite passant par 
A et B rencontre cette base inférieure. 

Le centre de gravité G de l'ensemble des deux cylindres 

est situé sur la droite AB, entre A et B, de telle sorte que 

le rapport 

AG 

BG 

est égal au poids du cylindre de fer divisé par celui du 
cylindre de bois, c'est-à-dire que l'on a 

AG ^ S. 0,01.8 ___ 4 
BG S. o, S. 0,6 9 

d'où l'on tire 

AB _ i3 

et comme 

o">,3 4-o",oi ^ ^^ 
AB = = o"*, i55, 

cette dernière égalité donne 

o"»,i55.Q 
BG = — ^«r—^ ~ o"», 107, 
i3 

et, par suite, 

o",oi 

CG= h o",io7 = o",iia. 

2 

Enfin, désignons par P le centre de poussée. Comme 
ce centre se trouve sur la droite indéfinie AB et à une 
distance du point C égale à la moitié de x, on a 

o*", 26 
CP=:^-T-^ — =ro<",i3, 
2 

Ui. 
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et, par conséquent, 

CG < CP, 

c'est-à-dire que le centre de gravité est au-dessous du 
centre de poussée. 

XVI. 

On donne un vase cylindrique dont le rayon intérieur 
est de ©"'jSo ] on y verse 1 8 kilogrammes de mercure dont 
la densité est i3,6o ; âo kilogrammes d^eau et 13* kilo- 
grammes d'alcool dont la densité est 0,79 (on suppose 
qu'il n'y a pas- mélange de ces deux derniers liquides) ; 
on demande à quelle hauteur s'élèvera chacun des trois 

liquides ? 

(Fac. des Se. de Nancy,) 

Solution, — Désignons respectivement par x^ y y z les 
hauteurs auxquelles s^élèvent le mercure, l'eau et l'alcool 
dans le vase. 

On a 

volume du mercure = I"*^.7^.(o,5o)^ — 9 
volume de l'eau = i "* . rr . (o ,5o)' . ' — — t 



volume de l'alcool = i "^ . ir . (o , 5o )^ — ^ ? 
et, par suite, il vient les équations 



JC 

iooo.7r,(o,5o)'. — -13,60 = 18, 

|UI 



1000. ir. (o,5o)^ =20> 



z — — Y 
!t)O0.flr.(o,5o)».— — .0,J9=I3 

m 
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Ces équations donnent 

ar i8 Q -. 

= r irr; = 2 ::= O.OOIOQ, 

i" 7C.25.l3o 7r.i700 

r X 20 2' trrty 

— == T^ =0,02540, 



I " TT . 25 . I O TT . 25 

z — y 12 12 



= 0,01934, 



1"» 7r.25.7,9 îT. 197,5 

c'est-à-dire 

j? = o"*, 00169, 

y — d? = 0°*, 02546, 

2— 7=o«,oi934, 
et, par conséquent, 

y == o™, 02546 -4- a: = o"*,027 1 $, 

Z = o", o 1 934 + J = o", 04649* 

xVn. 

Un vase cylindrique vertical, dont le fond est un cercle 
horizontal de 5 centimètres de rayon intérieur, est en 
partie rempli par de l'eau distillée à 4 degrés pesant 4 l^i- 
logrammes. On y plonge une boule sphérique de 3 cen- 
timètres de rayon, et il arrive que l'eau monte exacte- 
ment jusqu'au bord du vase. Quelle est la hauteur de ce 

vîise ? 

(jFVsrc, des Se. de Toulouse,] 

Solution. — Désignons par x celte hauteur, par V le 
volume de l'eau, et par V celui de la boule sphérique, 
La capacité du vase est égale à 

I"^7^(o,o5)^^, 

et, par conséquent, on a 

i"^^7r(o,o5)'. 4; = ^ + ^'' 
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Cherchons, maintenant, les valeurs de V et W Pour 
déterminer le premier de ces deux volumes, il suffit de se 
rappeler qu'un gramme d'eau distillée prise à la tempé- 
rature de 4 degrés, occupe un volume égal à i ceniimèti*e 
cube, et que, par conséquent, i kilogramme de cette eau 
a pour volume i décimètre cube. 

Par suite de cette observation, on peut immédiatement 

poser 

V = p"*^, 004. 

Quant au second volume V, on sait que Ton a 

V'=;îi"«.|7r(o,o3)\ 

L'équation du problème est donc 

îr(o,o5)^ -^ =0,00(1 -t-^ir(o,o3f, 

et on en tire 

8 
, , — h 0,072 

7^"""~ 7r.o,oo!i5 ""^ 5 -<>»^^4, 

ou, ce qui revient au même , , 

x=i G"", 524. 

xvm. 

Une boule de verre pèse i kilogramme. On demande 

quelle est la surface extérieure de cette boule, la densité 

du verre étant 2,38. 

{Fac. des Se. de Paris.) 

Solution. — Désignons par x la surface demandée, 
par V le volume de la boule, et par R son rayon. 

Comme i kilogramme est le poids de i décimètre cube 
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d*eau distillée, prise a la température de 4 degrés, on a 

JV I 



c'esl-à-dirc 



et, par suite, 



4 /^V^ ■ 

R Y^_ 3 



Si Ton applique les logarithmes, cette dernière formule 
donpe 

/ log 3 = o,477i2i3 

3log-5^ = < — logw = 1 ,5o285oi 
\ — log 9,52 = I ,o2i363i 



3 log 


R 

jdm 


— 1 ,0013344 


log 


R 

• dm 


1,6671115 


.^ 


R 

|dm 


r= 0,4646345, 



R = o^«, 4646345. 
Ayant B, on obtient immédiatement 

s = I^"*I • — ^ • -y-^-r- = 2d«q, 7 1 28. 



,38./_R_ 



Observation. — Dans la solution précédente, on pour- 

R 

rait se boruter à calculer log ~^9 puis on obtiendrait S à 

Faide des logarithmes, comme il suit : 
La formule 

I 3 



S3_,dmq. 



,38 /_R_\ 



' 
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donne 

log3== 0,4771213 

, ^ S I — log 2,38= 1 ,6234230 

^8 |dmq — V ,. 

' ^log-^ = 0,3328885 



*^g7isi = <*» 4334328 
Yd;ï^ = 2,7128, • 

S = 2*"«ï,7i28. 

XEt. 

Une sphère solide en argent a o™,375 de circonférence. 

On demande quel est le poids de cette sphère, la densité 

de l'argent étant 10,47. 

(Fac, fies Se, de Paris,) 

Solution. — Désignons par x le poids demandé. 
On a 

rayon de la sphère = — ^ — ^ y 

-' "^ 27r 

et, par suite, 

volume de la sphère = i^'^^^-^tt. ( ' ] • i<^* 



d'où 



^ _ (3,75)' ,„ .^._ (3,75)M,745 
,K,— 6„. «0.47— ^, 

13 log 3,75= I ,'3220938 
-f-log 1,745 = 0,2417954 
— 2 log ir = 1 ,0057003 



log-j^^= 0,9695895 



X 



-^^=9,323726, 

r = 9'^*,3?,3726. 
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On veut faire avec da taffetas verni qui pèse a5o 
grammes le mètre carré, un ballon propre à contenir 
90*4™*^, 78 de gaz hydrogène. On demande le poids du taf- 
fetas employé. 

(Fac. des Se, de Paris.) 

Solution. — Soit x le poids du taffetas employé. 
La surface de ce taffetas sera égale à 

fë) 

200 

• 

et en supposant le ballon parfaitement sphérique, on aura 



rayon .du ballon = . . w 1- / 

▼ 25o . 4 

et, par suite, 



V 25o.i7r V 10'. ir . 



i T I O* . w' ▼ Q . I O* . TT 



voUime du ballon = 



T /équation du problème sera donc 




= 904,78, 



9. lo'.w 
d'où Ton tirera 

__ (904,78)^9. 10». TT 



(f.) 
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et, par suite, 

I 2log9o49 78 = 5,9i3o86o 

log 9 = 0,9542425 



X 1 

3log-5=< -f-logio»c=9 

-h logir:=: 0,4971499 
— log 16 =? 2 , 7958800 



3 log -- = i5 , i6o3584 

log -j = 5,0534528 

^=113097, 
as= Il 3o97«. 

XXI. 

Calculer la force ascensionnelle d'un ballon sphérique 
de 5 mètres de rayon et rempli d'hydrogène pur, sachant 
que la densité de ce gaz est égale à 0,0692. 

On supposera que la température est à o degré, et que 

le poids d'un litre d'air égale 1^, 298. 

(Foc, des Se. de Paris.) 

Solution. — Le volume du ballon est égal à 

4 

I"«.^ W. 125, 

et, par suite, le poids de l'air déplacé par ce ballon et Je 
poids de l'hydrogène qui y est contenu ont respective- 
ment pour valeurs 

i*^"^. I ,<293«^ir. ia5, i"'*.! ,293.0,0692 --TT. 125. 

D'après cela, si l'on désigne par x la force ascension- 
nelle demandée, on a 

jT = i^^p. 1 ,293. ^TT. 125 (i — 0,0692) = 63o*^, 163903. 
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xxn. 

Une boule de cire et< une boule de platine suspendues 
dans l'air aux deux extrémités du fléau d'une balance, se 
font équilibre. Trouver le rapport des poids réels de ces 
deux boules. 

La densité de la cire est 0,96 ^ celle du platine est as ; 

et celle de l'air est O9O01 3. 

(Fac. des Se. de. Poitiers.) 

Solution, — Désignons respectivement par P et P les 
poids réels de la boule de cire et de la boiile de platine, 
par P| et F^ leurs poids dans l'air, et par V et V les vo- 
lumes de ces deux boules. 

On a 

P V ^ P' v 

p p y y 

^ = -^- — ^. 0,0013 = -^ (0,96 - o,ooi3) 

y 

p» p/ y^ y/ 

TSi = pî7 - TTc- «'«^'^ = 7d;(2a- b,ooi3) 

v 

= 7K-2ï>9987» 

et comme, par hypothèse, Pt = F, , il vient 

V.o,g587 = ¥'.21,9987, 

ou, ce qui revient au même, 

V _ 219987 
V'"" 9687 

Cette dernière égalité donne 

V^ 0,96 _ 219987.0,96 

V' 27. 9587.22 

fî'esl-à-dire 

P_ 219987.0,96 _ 

P~ 9587.22 --^'^^'- 



1 
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%;i 1 1 



Les décimes que Fon fabrique actueUement pèsent 
lo grammes, et sont composés d'un alliage de o,gS de 
cnÎTre, o,o4 d'étain, et de 0,0 1 de zinc; la densité du 
cuivre est 8,85, celle de Tétain 7,29, et celle du zinc 7, 19. 
Combien faudrait-il de ces pièces pour fournir le métal 
nécessaire à la fabrication d'un boulet spbérique de o'^jaS 
de diamètre à la température de o d^ré? 

(Fac, des Se. de Pans.) 

Solution. — Désignons par x le nombre des pièces 
qu'il faut pour la fabrication du boulet. 

Le poids total de ces x pièces a pour yaleur 1^. lox. 

Les volumes des quantités de cuivre, d'étain et de zinc 
qui entrent dans la totalité de ces mêmes pièces, sont res- 
pectivement égaux à 

lox.o.qS iox.o,o4 .._ iox.0,01 



8,85 ' 7,29 7,19 

et le volume du boulet doit avoir pour valeur 

I*"*. ^ir(25)». 

D'après cela, pour résoudre le problème, il faut déter- 
miner la plus petite valeur entière de x qui donne 

ioar.0,95 iojr.o,o4 iojr.0,01 ^ I . ^.j 
,85 7,29 7,19 6 

ou, ce qui revient au même, 

( — 2- -f- ~ — i f i2x> ir.3i25. 

Vil 7^9 7«9/ 

Or, si l'on calcule la valeur de x qui satisfait à l'équa- 



tion 



( -là- 4- -i- H ) I2jf=:fr.3l25, 

\>77 729 7 «9/ 
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on trouve que cette valeur est comprise entre 7162 et 

7163, et par conséquent la solution du problème proposé 

est 

jc = «ji63. 

XXIV. 

Aux deux extrémités d'un fléau de balance à bras 
égaux, sont attachés, d'une part une boule creuse, d'autre 
part un poids de laiton pesant 100 grammes. Dans le 
vide, la boule et le poids sont en équilibre; dans Taîr, 
pour que l'équilibre subsiste, il faut réduire le poids du 
laiton à 99 grammes. On demande le volume de la boule. 

Dans les circonstances où Ton opère, un litre d'air 

pèse 1*^,233, et le décimètre cube de laiton pèse 8*^^,393. 

(Foc. des Se, de Paris.) 

Solutiqn. — Désignons par X le volume demandé. 
Dans l'air le poids de la boule éprouve une diminution 
égale à 

1S233. 



|dinc 



Déplus^ le volume des 100 grammes de laiton a pour 

valeur 

. 100 

et, par suite, ce poids de laiton subit, dans l'air, une di- 
minution égale à 

D'après cela, l'équation du problème est 
^^33. ^,- 1,233. g3p = ,, 

d'où Ton tire 

X 85i6,3 



l «!•»»« 10348,569 

X = o*"»s823 . 



- = 0,823, 
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XXV. 

Un vase sphérique de 60 millimètres de diamètre inté- 
rieur contient du mercure jusqu'à la hauteur de 4S milli- 
mètres ; quel est le poids d« cç mercure? 

La densité du mercure est i3,6. 

[Foc. des Se. de Poitiers,) 

Solution. — La surface supérieure du mercure, dans 
le vase, est un cercle dont la surface est égale à 

c'est-à-dîi^ k 

et, par suite, d'après un théorème connu (voyez les Élé- 
ments de Géométrie)^ le volume du mercure égale 



c'esl-à-dîre 



(i...5.45.-^i..45•) 



I"««.ff. 30375. 

De ce résultat on connut immédiatemeai que le pmds 
de ce mercure a pour valeur 

i*.7r. 30,375. i3,6, 
c'est-à-dîre 

• "297'» 79^- 

XXVI. 

Trouver le volume occupé par i kilogramme dVîr, sa- 
chant qu'un litre d'air pèse i?,a93. 

(Fac. des Se. de Cae/i.) 

Solution, — De ce que 1*^,293 d'air occupe un volume 
d'un litre, on conclut 

1° Que 1293 grammes d'air occupent un volume de 
1000 litres, c'est-à-dire de i mètre cube 5 



r 
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«me 

a® Que I gramme d'aîr occupe un volume égal à r ; 

3® Et enfin, que i*' (c'est-à-dîre looo grammes) d'aîr 
occupe un volume égal à 

ÎOOO™*" 

c'est-à-dire à 

o»S773395. 

xxvn. 

Une couronne pesant 3oo grammes est formée d'or ou 
d'argent, ou bien d'un alliage de ces deux métaux. On la 
pèse dans l'eau, et on trouv^qu'ellé a perdu 20 grammes 
de son poids ; on demande quelle est la composition de la 
couronne, sachant que la densité de l'or est 19 y 3 et celle 

de l'argent 10, 5? 

(Fac, des Se, de Paris.) 

Solution. — Désignons respectivement par x et y les 
poids des quantités d'or et d'argent qui peuvent être con- 
tenues dans la couronne. 

Cette couronne pesant 3oo grammes, on a pour pre- 
mière équation du problème 

~ 4- — = 3oo. 

« 

Cherchons, maintenant, une seconde équation entre 

Une quantité d*or, dont le poids est x, étant. plongée 
dans l'eau perd de son poids 






ï9'3 
et une quantité d'argent, dont le poids est- j^, étani pion- 
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gée aussi daiis ce même liquide, perd de son poids 



i6. 



i« 



10,5 

D'après cela, la couronne étant plongée dans T^au, doit 
éprouver une perte de poids égale à 



Li9>3 10, 5J 



9 
et, par conséquent, la seconde équation du problème est 



(âjf=)_ 



19,3 10,5 

Si Ton résout le système des équations (i) et (a), on 
trouve finalement 

^ = 197,386, 

c'est-à-dire 

arr= 1978, 386, 

J^=I02»,6l4. 

xxvm. 

Il s'est déclaré à fond de cale d*un navire une voie 
d'eau de forme circulaire et d'un rayon de o™, i . La hau- 
teur verticale de l'eau depuis son niveau' à l'extérieur 
jusqu'au centre de l'ouverture est de3"^,o3. L'eau de mer 
a une densité de 1,07. On demande, à i hectogramme 
près, le poids qu'il faudrait maintenir sur le tampon qui 

bouche cette voie, pour empêcher l'eau d'entrer. 

(Fac, des Se. de Paris.) 
Solution. — Désignons par x ce poids. 
Ou sait qu'il est égal au poids d'une colonne ^lindri- 
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que (cylindre circulaire droit) de Teau de mer, dont la 
base aurait i décimètre de rayon, et dont la hauteur se- 
rait de 3o**", 3. 
D'après cela, on a 

X 

-gj=i:7r. 1 .3o,3. 1,67 = 7r.3a,42l == 101,9, 

c'est-à-dire 



On a un tonneau auquel on a adapté un long tube dont 
la hauteur est de 4 mètres, et le rayon de 5 millimètres. 
Ce tonneau est formé de deux cônes tronqués réunis par 
la grande base. 

Le rayon de cette grande base est de o™, 3o *, celui de 
l'autre est de o™,23, ' 

La hauteur totale du tonneau est de o'^^So. 

L'appareil est rempli d'eau jusqu'à l'extrémité du tube. 

On demande le poids total de l'eau, ainsi que la pres- 
sion exercée sur le fond du tonneau. 

[Fac, des Se. de Nancy.) 

Solution. — Désignons par x ce poids, et par jy celte 
pression. 

Représentons, en outre, par Y le volume de l'eau ren^- 
fermée dans le tonneau, par v celui de l'eau qui se trouve 
dans le tube, et enfin par W le volume du cylindre qui 
aurait pour base un cercle de 23 centimètres de rayon 
(c'est-à-dire un cercle précisément égal au fond même du 
tonneau), et pour hauteur, la hauteur du tonneau aug- 
mentée de celle du tube. 

On sait que l'on a 

V = i«i»«.5-^[(2,3)^-+-3>-f- 2,3.3] = i*^"'.^- 105,95, 

«^ = !*"»«. TT. (0,05)^ 4® = ï^^'-ÎT • d, I , 

W = i^*"«.«.(2,3)'(5-f-4o) = i*«*.îr.238,o5; 

21 



3a2 CINQUIEME PARTIE. 

(?t, par suite, il vient 

j: = i"^«( ^. 105,95 -hir.0,1 j = i*^'^- 106,95 

= 111''*, 264740» 
j = iK». ir.î38,o5 = 747««,856i3!x. 



Un cône en liège a o",6 pour rayon de base et o™,8 
pour hauteur ; il s'enfonce dans Teau par son sommet*, de 
quelle quantité, comptée sur sa hauteur, doit-il s'enfoncer 
(en supposant que la densité du liège soit o»24) • 

(Calcul à faire par logarithmes.) 

(Fac, des Se, de Poitiers^) 

Solution. — Désignons par x la partie de la hauteur 
du cône qui pénètre dans Peau. 
On a 

volume du cône = i""*.if .(o,6)'«— |- = i'**.ir. 0,096, 

et, par §uUç, 

volume de Teau déplacée = i"'. tt.o.oqô- -^ — tz— • 
LVquation du problème est donc 

ff. 0,096, 0,'i4 =5: îf -0,096 -y-^-^» 



c'est à-dire 



(~j =0,24.0,512, 



12288. 
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Cette dernière équation donne 

31og — = logo, 12288= 1,0894812, 

K' 7^ = ïf 6964937» 

X 

* = o",497- 

XXXI. 

Un morceau de bois dont la densité est 0,729 a la forme 
d*un cône droit \ on le fait flotter sur Teau de manière 
que son axe soit vertical, en mettant d^abord le sommet 
en bas, puis le sommet en haut, et Ton demande quelle 
fraction de la hauteur du cône ^'enfonceita dans Teau dans 
chaque cas* 

{^Fac. des Se, lîe Paris,) 

Solution. — Désignons par Y le volume du cônei pfir R 
le rayon de sa base et par H sa hauteur. 

Premier cas. — Le cône flotte et son sommet est en bas. 

Dans ce cas, la partie du cône qui est plongée dans 
Teau est un cône droit : désignons par (> son volume, par 
r le rayon de sa base et par h sa hauteur. 

On a 

V. 0^729=1:1^, 

d'où l'on déduit 

- 7rR'.H.o,729= 1^ irr*./i, 

ou, ce qui revient au même, 



r rI ^^'^'9' 



9.1 , 
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et comme 

r h 



il vient 



R h' 



(4)^ = 0,7.9. 



En appliquant les logarithmes, on trouve 
3.log g = logo, 729 =1,8627175, 

log~ = 1,954 2425, 
h 

Deuxième cas. — Le cône flotte et son sommet est en 
haut. 

Dans ce cas, la partie du cône qui est plongée dans 
Feau est un tronc de cône droit à bases parallèles : dési- 
gnons par V son volume, par r le rayon de sa petite base, 
et par h sa hauteur. 

On a 

V.o,7a9 = p, 

d'où Ton déduit 

•r7rR».H.O,7l9=:^7rA (R'-+-r»-hRr); 
ou, ce qui revient au même, / 

r H — * ;* 



«t comme 



il vient 



R H ""^ h' 



3 (3 + --.3.-^ = 0,729, 
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c'est-à-dire 

f-g— ij +1 = 0,729. 

Cette dernière équation doniiç 

M— -gj =1 — 0,729 = 0,271, 
et, en appliquant les logarithmes, on obtient 

31ogfi—-j=log 0,27^=7,43296929, 

log (*■" u) =^»8io98976. 



i— gj = o, 64712 .., 

— = 0,353. 
H 



xxxn. 

Un convoi parti à 8 heures 20 minutes du matin d'une 
des extrémités d'un chemin de fer de 471 kilomètres, doit 
mettre 16 heures 4o minutes pour atteindre l'autre extré- 
mité; on veut qu'un second convoi, partant à 9 heures 
40 minutes, rejoigne le premier à 356 kilomètres du point 
de départ* Quelle doit être la vitesse moyenne de ce second 

convoi ? 

(Foc, des Se, de Grenoble.) 

Solution, — Désignons par x la vitesse cherchée, c'est^ 
à-dire l'espace qui doit être parcouru à l'heure par le 
second convoi. 

La vitesse du premier convoi (c'est-à-dire l'espace 
qu il parcourt à Theure) est égale à 

et par suite le temps qu'il met à parcourir la distance de 



3a6 CSKQUIÈMB »AtTIB. 

356 kilomètres, égale 

. 356 -5o 

471.3 

De même, le temps que met le secûiid convoi i parcourir 
la même distance de 356 kilomètres a pour valeur 

. 356 



(,Em) 



et de plus, on a 

9«*4o' — 8»» 20' = i»»2o'=s= ^ . 

D'après cela, Téquation du problème est 

356.50 356 _4 
471.3 

c'est-à-dire 



(^,Km) 



356.50.-^ — 3.356.471=4/471.^, 

dw 

X 5o3o28 o /- /c 

l"* 15916 

OU, ce qui revient au même, 

1 

:P=:3f«^,6ô5. 

XXXIU. 

Une pierre esl tombée an fond d'un puitâ. On a en- 
tendu le brtiit de sa chute 4^ i ^pi^^s son départ. Quelle 

est la profondeur du puits ? 

( Fae, deâ Se. de P&rtien . ) 

Solution. — Désignons par x cette profondeur. 
D'après deux principes de. physique, on sait : 
1^ Que le temps (exprimé au moyen de la seconde 
comme uDJté) employé par la pierre pour atteindre la 
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suffuoe de Teâu du puits est égal à 






g désignant la longueur 9^,8088, c'est«à-dire la vitesse 
acquise,^ au bout d*une seconde, par un corps tombant 
dans le vide ^ 

2^ Que le temps (exprimé aussi au moyen de la se- 
conde comme unité) écoulé depuis l'instant où la pierre a 
atteint la surface de Teau du puits jusqu^au moment où 
le bruit de sa chute est entendu, a pour valeur le rapport 
de x à la longueur de 337 i^^^^^^ ^^i représente à peu 
près l'espace parcouru en une seconde, et dans Fair, par 
le^on. 

L'équation du problème est donc 



V 9,8088 "^ 337 



9,8088 "^i3r~ 

ou, ce qui revient au même, 

et en élevant les deux membres de cette dernière équation 
au carré, on obtient finalement, toutes réductions faites, 
l'équation 

(3)' 1,2261 ( — j — 32111,01 13--^ -4- 2819750,755725 = 0, 

que nous regarderons comme ayant ~ pour inconnue, et 

qui se trouve avoir ses deux racines réelles, positives et 
inégales. 

Or, en faisant à l'égard de deux puits de profondeur 
diflérente, Texpérience indiquée par l'énoncé de la ques- 
tion, 0)1 ne peut évidemment arriver, pour tous les deux, 



328 ClUQUiÈME PARTIE. 

au même temps ^'7, et par conséquent le problème pro- 
posé qui est toujours susceptible d'une solution, n en ad- 
met qu'une seule (*), Il y a donc lieu d'examiner quelle 
est celle des deux racines de Téquation (3) qui doit être 
prise pour solution de ce problème. 

A cet effet, remarquons que si A et B désignent les 
deux membres d'une équation, l'équation A' = B' admet 
non-seulement les solutions de l'équation A = B, mais 
encore celles de l'équation A ;= — B, car la différence 
A» — B* étant égale à {A — B) (A-f-B), est annulée, 
soit lorsque A = B, soit lorsque A = — B. 

D'après cette remarque, et par suite de ce qui a été dit 

x' ■ 
ci-dessus, des deux racines de l'équation (3), l'une — est 

propre à vérifier Féquation (a), et l'autre — est propre à 
vérifier 1* équation 



(4) t/(^)_(^) 

Déplus, comme les équations (2) et (4) montrent im- 
médiatement que Ton a 



il en résulte la relation 



• ai ^^ .m 



X 



Ainsi^ la valeur de — qui est solution du problème 
proposé, est la plus petite des deux racines de lequa-» 



( *) D'ailleurç, l'équiitioD (i) ne peut êtret yériBée par deux valeurs po- 
sitives et inégales de x\ car plus la valeur positive que Ton donne à x est 
{grande, plus aussi le premier membre de cette équation est grand. 
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lion (3) : en la calculant, ou la trouve sensiblement é^ale 

à 88,109. 

On a donc 

x = 88"*,io9.. 

XXXIV. 

Une lampe et une bougie sont distantes Tune de Tau^re 

de 4^ji5^ et on sait que les intensités des deux lumières 

sont entre elles comme 6 est à i . A quelle distance de la 

lampe, sur la ligne droite qui passe parles deux lumières, 

doit-on placer un écran pour qu'il soit également éclairé 

par Tune et par l'autre? 

(Fac. des Se, de Paris,) 
( 
Solution, — Soit x la distance demandée. 

On a 

Intensité de la lampe, à la distance x» = -- — r-r? 

.• (^) 

Intensité de la bougie, à la distance de 4°*9iS — x 
(dans l'hypothèse de x<^ 4"*y i5), = -; r-;, 

Intensité de cette même bougie, à la distance de a: — 4*", 1 5 
(dans l'hypothèse de a; ]> 4"» i5), =;; 



ï^-4.'5)* 



et par conséquent l'équation du problème est 

6 I 



ou bien 



(S) (^•"-^)" 



7" 



(f.-4.-)' 

selon que l'on suppose x < ou > 4"*? " 5 . 



33o ciM<^oièitB YAii*riB. 

Mais, comme ces deux rfqttaiions donneol respective- 



ment 



4..s-(f.) . 

» Il I I I M » ■ !> » I ■ ■ i«a . * kAi* I/O» 

,.,5-(f.) 

le problème peut,, en quelque sorte, être considéré comme 
ne donnant lieu qu'à une seule équation, savoir : 

(-] 



y/5 



de laquelle on déduit 

ou^ ce qui revient au même, 

7^===^''*';/gqr7 = ^''^' — \ ' = o>83.(6q:\/6), 

ç'est-à-dire 

* = o«,83,(6q:V^). 

On a ainsi deux valeurs de x, et en les désignant par x^ 



et x", on trouve 



j:' rira»*, 947, 
ar«'=7">,oi3. 
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SIXIÈME PARTIE. 

PROBLÈMES RELATIFS AUX MAXIMA 
ET AUX MINIMA. 



On donne un angle BAC moindre qu'un angle droit et 
un point D stlr Pun des côtes AC de cet angle. On de- 
mande : 1^ la formule qui exprime la longueur de la 
droite DE comprise entre le point D et le côté AB et for- 
mant un angle a avec AD ; 2^ la valeur que doit avoir 
net angle a pour que la longueur DE soit la plus petite 
possible ] 3^ la valeur minimum de la ligne DE, en sup- 
posant Tangle BAC égal à 53° 28^x5^'^ et la distance AD 

égale à 25™, 1 5. 

( Foc. ikë $c» (k Pwhi) 

Solution. -^ i" Le triangle A DE donne 

DE sinA ftînA 

ÂD^ sin K"~ •in(A-^a)' 

et, par suite, 

^„ AD . sin A 

DE=: 



sin (A -h a) 

2° D après cette dernière formule, on voit que lalou*» 

gueur DE sera la plus petite possible lorsque sin (A H- à) 

aura la plus grande valeur possible, c'est-à-dire lorsqu'oi\ 

aura 

A -h <?t = «jo®, 

ou, ce qui revient au même, 

a^iio**— A. 
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3^ Dans le cas du minimum de DE, si Ton suppose 

A = 53»28'i5% 

il vient 

Î?=ba5,i5.8in53<»2ffi5% 

et, par suite, 

DE I log25,i5 = 1 ,4oo538o 

^^ 7= = j 4- log sin 53»28' i5" = T^goSoiSo 

DE 
log-^ =i,3o5553o 

DE 

— =20,209, 

DE = 20",2og. 

Dans ce cas du minimum de la droite DE, cette droite 
fait avec AD un angle égal à 

36031/45''. 

n. 

Si dans le trinôme 

û'x* — '2û^« -4- 2i' 

on donne à x des valeurs quelconques, quelle est la va- 
leur minimum de ce trinôme ? 

( Fac, des Se. de Toulouse.) 
Solution. — On a 

a^x^ — nabx-^nb^ = (ax — ^)*4- ^% 

et par suite on voit que la valeur minimum demandée est 
t*, et qu'elle a lien pour 

ax — ^ =1= o, 

c'est-à-dire pour * 

b 
X = -• 

a ' • 

Scolie, — La méthode si simple que nous venons de 
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donner pour résoudre la question proposée peut être em<- 
ployée pour résoudre la question suivante, plus générale : 
Si dans le trinôme 

ax^ -h ^« -4- c , 
où les coefficients à^b^c satisfont auic relations 

on donne à x des valeurs quelconques^ quelle est la va- 
leur minimum de ce trinôme ? 
Car on a identiquement . 

AT' 4- ^ ir 4- c = - (ax-4--) -f--r(4«<? — ^*) P 

et sous cette forme, on voit que le trinôme proposé a pour 

. • ' I 
valeur minimum 7 (4ac — i'), laquelle a lieu pour 

b 
e'est-à-dire pour 

« 

M. 

Partager le nombre 27 en deu^ parties telles, que la 
somme de quatre fois le carré de la première et de cinq 
fois le carré de la seconde soit la plus petite possible. 

(Fac, des Se. de Paris,) 

Solution. — Cette question revient à celle-ci : 
Parmi tous les nombres positifs moindres que 27, quel 
est celui qui, mis à la place* de x dans Texpression 

(i) 4^* + 5 (27 1—0?)% 

jouit de la propriété de la rendre minimum ? 



(*) La condition h* — ^ac<,o exprime que Téquation ax*-^hx-\-c=.o 
a ses racines imaginaires. 
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Pour trouver ce nombre, posons 

4*' -4- 5 (27 — «)»=/», 
ou, ce qui revient au môme, 

gj?* — l'jox -h 5.27' — m = o. 
De cette dernière équation, on tire 

lo o 

et, par suite, on voit que si dans l'expression (i) on sub- 
stitue à X un nombre quelconque (réel, positif Ou négatif)^ 
ce nombre donnera toujours pour valeur de m correspon- 
dante, une valeur telle» qu'on aura 

m^i6ao, 

et qu'il n'y nura que pour x=.i5 que Tou trouvera 
m = 1620. 

D'après cela, on peut donc conclure que x = i5 cor- 
respond au minimum de l'expression (i), et que, par 
suite, les deux nombres i5 et ia(= 27-^15) sont les 
deux parties demandées du nombre 27. 

Scolie, — On voit, d'après ce qui précède, que tout 
nombre réel, positif ou négatif, autre que i5, mis à la 
place de x dans Texpression (i), fait acquérir à cette ex- 
pression une valeur plus grande que 1620 qui est celle 
qu'elle reçoit ponr x = i5. 

IV. 

On donne les bauteurs h et h! de deux cylindres et on 
propose de déterminer les rayons de ces cylindres, de ma- 
nière que la somme de leurs surfaces latérales soit égalé 
à celle d'une spbère de rayon a^ et que la somme de leurs 
volumes soit la plus petite possible. 

(Fac. clés Se. de Paris,) 

Solution. — Désignons respectivement parx eix! les 
rayons des deux cylindres. 
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On a 

2 7r{/iar-4- h' x*) = 4^^% 

OU, ce qui revient au même, 

(i) Ax-h A'4p' = 2ûS 

et il s'agit de déterminer x et a/ de manière que la quan- 
tité 

(a) «(Ajc^^-AV) 

qui représente )a somme des volumes des deux cylindres, 
soit la plus petite possible. 
Comme Téquation (i) donne 

, nà' — hx 
^ A' 

et, par suite, 

Ix^ 4- A' x" = Ax« -h A' (^^'-^^-)' 

A' 

A (A -4-A')x» — 4a' Ax H- 4^* 

!:i3 » ■ I 'I 1 1 1 II , ■ I, • . 

A' 

oq voit que le minimum de F^xpression (2) est égal à 
celui de l'expression 

(3) A(A4-A')x« — 4tf'Ax-h4«* 

multiplié par p9 et quil est fourni par la même valeur 

de X que ce dernier. 

Si pour déterminer J© minimum de l'expression (3) on 
suit la méthode ordinaire indiquée dans tous les Tr9itcs 
élémentaires d'Algèbre, on trouve 

4û^A' 



2 ti^ 
pour valeur de ce minimum, et ■ . , pour valeur de x 

corriespondante. 

D'après cela, le minimum de lexpression {2) est donc 

h'' 
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et les valeurs de x et x' qui lui correspondent sont toutes 
deux égales à la quantité 

2 a' 



V 

Étant donnée une droite AB dont la longueur est de 
575 mètres, partager cette droite en deux parties AC et 
6C telles, que la valeur 

ÂC*-h3BC* 

soit la moindre possible. Donner cette moindre valeur. 

[Fac, des Se, de Paris,) 

Solution. — Si l'on désigne par x la longueur AC, 
cette question -revient à la suivante : 

Parmi tous les nombres positifs moindres que 675, 
quel est celui qui, mis à la place de x dans l'expression 

(i) X» -h 3 (575 — 0?)% 

jouit de la propriété de la rendre minimum ? 
Pour trouver ce nombre, posons 

a^-h 3.(575 —- xY= m, 
ou, ce qui revient au même, 

4^ — 6.5750? H- 3. 575* — m == o. 
■ De cette dernière équation, on tire 

_ 6.575 dry/se. 575^ — 16 (3.575» >~/w) 



43 1, 25 ± j ^4'*'' — 99*^7^» 



et, par suite, on voit que si dans l'expression (i) on sub- 
stitue à a: un nombre quelconque, ce nombre donnera 
toujours pour valeur de m correspondante, une valeur 

telle, qu'on aura 

4/w>99i875, 
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c'est-à-dire 

«> 22^ = 247968,75, 

et qu'il n'y aura que pour a; == 43i 9^5 que Ton trouvera 
m= 347968,75. 

D'après cela, on peut donc conclure que x = 4^1 9^5 
correspond au minimum de Texpression (i), et que, par 
suite, les valeurs demandées de ÂG et BG sont 

AC=43i«*,25, BGi=i43°',75(=575» — 43i'°,25). 

Quant à la moindre valeur de la surface 

• Âg' + 3BC*, 

elle est égale à 347968"^, 75. 

Scolie, — Si dans la question précédente on avait 

laissé la longueur Â6 indéterminée, on aurait été amené, 

par la méthode de solution qui vient d'être indiquée, aux 

conclusions suivantes : 

2 — 2 3 

Que le minimum de AG +3BG alîeupourAG = -^ AB, 

• • * I 

OU, ce qui revient au même, pour BC = y AB, et, par 
suite, que ce minimum est 

(|AB)'+3(iAB; 

c'est-à-dire 7 AB . • 

Les résultats numériques obtenus précédemment s'ac- 
cordent, coqime cela doit être, avec ces conclusions. 

VI. 

Deux nombres x ely étant supposés variables, et leur 
somme étant constamment égale à un nombre donné a, 
le produit de ces deux nombres variables est maximum 
lorsqu'ils sont égaux. 

22 
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Démonstration. — Quelle que soil la valeur x^ si Ton 
désigne par z la différence x 9 il vient 



(i) j? = -4-a, 

et comme x -^rj =^^7 on a, par suile, 

(2) ^=--^1. 

Les înégalilés (1) et (2) donnent 

d'où l'on conclut que le produit jr^ est mat imum pour 
^ = o, c'est-à-dire pour 

a 
-^ 2 
Donc, etc. 
Corollaire. — metn étant deux nombres inégaux, on a 






car dans chacun des deux produits 

(m -h «\' 

la somme des deux facteurs est la même, et dans le second 
les deux facteurs sont égaux. 

L'inégalité précédente peut se vérifier immédiatement 
indépendamment de la question de maximum que nous 
venons d'établir, car on a 

m-^n\^ m* -4- /»* -h 2 «i/i m*-^ n'^^ ^mn 

— mn 



-)— = 4 



a / 4 4 



= (^)" 
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etf par conséqueut^ 
c'est-à-dîre 



mn <C 



fm-hny 



vn. 

Parmi tous les triangles de même base et de même pé- 
rimètre, quel est le plus grand en surface? 

(Fac. des Se. de Poitiers^) 

Solution, — Désignons* par ^p le périmètre commun 
de tous les triangles considérés, para leur base commune, 
par a: et j* les deux autres côtés de Tun d'eux, et par S la 
surface de ce triangle. 

On sait que Ton a 

et par conséquent la surface S est la plus grande possible 
quand le produit 

[p^x){p—y) 

est maximum. 

Or, comme dans ce produit la somme des deux facteurs 
p — a: et p — y^ c'est-à-dire ^p — (^+^)î est con- 
stamment égale à a, pour tous les triangles considérés, il 
s'ensuit que son maximum a lieu quand on a 

p^x=p—y, 

c'est-à-dire 

Ainsi, parmi tous les triangles de même ba^ a et de 
même périmètre, le plus grand en surface est celui dans 
lequel les deux autres côtés sont égaux. 

Nous allons maintenant établir celte propriété d'une 
manière purement géométrique. 

22. 
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Supposons que BC soit la base commune de deux trian- 
gles, l'un isocèle ABC (AB = AC), et l'autre quelconque, 
mais de même périmètre que le premier. 




Il s'agit de démontrer que Ton a 

surface ABC > surface A' BC. 

Pour cela, prolongeons lé côté AB d'une longueur AD 
égale à lui-même, puis joignons le point D aux points C 
et A', et par le point A mendns la droite AM parallèle à 
la base BC. 

Comme AB = AC = AD, le point A est également dis- 
tant des trois sommets du triangle BCD, et par conséqi^ent 
l'angle BCD est droit (IP Partie, IX, note). 

Cet angle étant droit, et le triangle ACD étant isocèle, 
la droite AM est perpendiculaire sur le milieu de CD. 

Maintenant, le triangle A'BD donne 

BD<A'B-4-A'D, 
c'est-à-dire 

AB4-AC<A'B-hA'D, 

et comme, par hypothèse, on a 

AB-hAC = A'B4-A'C, 
il vient 

A'D>A'C. 

Cette dernière inégalité indique que le point A' est situé 
entre les deux parallèles AM et BC, c'est^-à-dire que, rela- 
tivement à la base commune BC^. le triangle ABC a une 
plus grande hauteur que le triangle A'BC. 
Donc, etc. 
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vm. 

Inscrire un carré dans un carré donné par son côté ] 

on demande le carré inscrit minimum, 

(Fac. des Se, de Poitiers.) 

Solution. — i** Soit ABCD le carré donné. 
Supposons que A' soit un point quelconque du côté AB, 




et que sur les autres côtés BC, CD, DA du carré, on 
prenne les distances BB', CC, DIV' toutes égales entre 
elles et à la distance AA^ 

Si l'on trace les droites A'B', B'C, CU, ITA', le qua- 
drilatère A'B'C'iy qui se trouve inscrit au carré ABGD 
est lui-même un carré. 

Pour le démontrer, remarquons que les égalités 

AB = BC = CD == DA 

AA' = BB' = ce = DD' 

entraînent les suivantes 

BA' = CB' = DC = AD', 

d'où il suit que les triangles rectangles AA'D', BA'B', 
CB'C, DC'iy sont égaux comme ayant un angle égal 
(A = B = C = D) compris entre côtés égaux chacun à 
chacun, c'est-à-dire que l'on a 

A'D' = A'B'== B'C =r CD', 
angle AA'D' = angle BB' A', 

angle AA'D'-4- angleBA'B' = angle BB'A'h- angle B A'*?' = 1^% 
et, par conséquent, 

angle B' A' D'^ i^\ 
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D'après cela, la figure A'B'Ciy est un carré. 
Réciproquement, un carré A'B'C'iy étant supposé in- 
scrit dans un autre carré A6CD, les distances ÂA', BB^ 
ce, Diy sont égales. 
Car, on a 

angle AA'D' -h angle BA' B' = i*', 
angle BB' A' -h angle BA'B' = i^', 

c'est-à-dire 

angle AA'D' = angle BB' A% 

et, par conséquent, à cause de A'B'=: A'IV, les deux trian- 
gles rectangles ÂA^U et BA'B' sont égaux, ce qui donne 

AA' = BB', 

On démontrerait de même que Ton a BB'= CC = Diy. 

a^ Désignons par a le côté AB du carré donné, par a: 
le côté A'B' d'un carré inscrit au premier, et par z la dis' 
tance AA'. 

On a 

^7b'' = a^'h-bb'', 

c'est-à-dire 

ou, ce qui revient au même, 

et, par conséquent^ x^ sera minimum lorsque le produit 
z (a — z) sera maximum. 

Or, comme la somme des deux facteurs z et, g, — z de 
ce produit est toujours égale â a pour tous les carrés in- 
scrits dans le carré ABCD, il en résulte que son maximum 

a lieu pour • 

«=vû — *, 
c'est-à-dtre pour 

a 

2 

D'après cela, le carré minimum inscrit dans le carré 
ABCD est celui dont les sommets sont les points milieux 
des côtés de ce dernier. 
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IX. 



L'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant une lon- 
gueur de 33™, 5o, on propose de calculer, à un centi- 
mètre près, les deux côtés de l'angle droit, de manière à 
rendre la surface du triangle maximum. 

Évaluer cette surface en ares et centiares. 

(Foc, des Se, de Nancy.) 

Solution. — Désignons par x et y les longueurs de- 
mandées de ces deux côtés. 

La surface du triangle est égale à - xy^ et par consé- 

quent il faut déterminer j? et ^ de manière que le produit 
xy, ou, ce qui revient au même, x^j*^ soit maximum. 
Or, par hypothèse, on a 

a:'-|-7»=l»'l.(33,5oj% 

d^où il suit que le maximum en question a lieu pour 
or* =y*, ce qui donne 

2x^= 2j»= i»q.{33,5oJS 
c'est-à-dire 

33", 5o 33", 5o y- am ^ r :i™ ^ 
De plus, dans ce cas du maximum, on a 

c'est-à-dire que la surface du triangle est alors à peu près 
égale à a are3, plus 8x centiares. 

X. 

Décomposer le nombre loo en deux facteurs dont la 

somme soit minimum. 

[Fac. des Se. de Poitiers.) 

Solution, — Désignons par a: et ) deux nombres posi- 
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tifs quelconques tels qu^on ait 

Il s'agît de trouver le minimum de la somme x -h /. 
Première méthode. — On a 



ICO 



lOO 



Si Ton pose 



il vient 

X* — zx-Hioo = o, 

et pour que les racines de cette équation du second degré 
en x^ soient réelles, il faut que Ton ait 

z' — 4 • ' oo > o, 

c'est-à-dire 

z^2. lo = 20. 

D'après cela, il n'y a pas de valeurs réelles de x et 
de jr qui puissent donner pour la somme x -^ y une va- 
leur au-dessous de 20, et par conséquent le minimum de 
cette somme est ce dernier nombre. 

La valeur z = 20 correspond à 

z 
0?=: — = 10, 
2 

et, par suite, il vient 

Deuxième méthode. — Supposons que l'on prenne les 
deux nombres x eiy égaux, et par conséquent que l'on 
pose 

xz=y = y/ioo = 10. 

On a alors 

a: 4- J^ = 20. 

Si,[maintenant, on désigne par a et |3 deux nombres 
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positifs, inégaux, dont la somme soit tout au plus égale 
à 20, on aur£^ 

ap<^IO. 10 = 100, 

et, par conséquent, deux nombres positifs dont le produit 
égale loo, ne peuvent avoir pour somme un nombre in- 
férieur à ao. 

D'après cela, le minimum dé se 4-^ est donc 20, et il 
correspond à 

x = jr = 10. 

XI. 

Parmi tous les recta\igles que Ton peut inscrire dans 
un cercle donné, quel est celui dont le périmètre est maxi- 
mum? 

{Fac, des Se. de Toulouse.) 

Solution, — Désignons par R le rayon du cercle, et 
par a; et j" les deux côtés d'un rectangle.quelconque inscrit 
dans ce cercle. 

Il s'agit de trouver le maximum de la somme 

ou, ce qui revient au même, de son carré 

^ -f- r ' -H 2a?7, 
et comme on a 

(l) x«-hj»=:(2R)* = 4RS 

il suffit de trouver le maximum du produit o^, ou, ce 
qui revient au même, du carré 

de ce produit. 

Or, comm<; d'après la relation (i) la somme des deux 
facteurs j;* et j^ du produit x^y^ est toujours la même, . 
pour tous les rectangles inscrits dans le cercle de rayon R, 
son maximum a lieu pour 

c'est-à-dire pour 

j: = r. 
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Le rectangle de périmèlre maximum que l^on peut in- 
scrire dans un cercle donné est donc le carré. 

Scolie. — Gomme, d'après ce qui précède, le maximum 
de x^ a lieu pour jc = j', il en résulte que le rectangle de 
surface maximum inscrit dans un cercle donné est aussi le 
carr^. 

xn. 

n nombres positifs Xiy x%^ Xs,. . ., Xn étant supposés 
variables, et leur somme étant constamment égale à un 
nombre donné a, le produit de ces n nombres variables 
est maximum lorsqu'ils sont tous égaux. 

Démonstration. «<-* D'abord, comme chacun des n 
nombres variables x^^ Xj, Xj, . . . , x„ est moindre que a, 
le produit de ces n nombres 6st toujours moindre que a", 
et par conséquent il a un maximum. 

De plus, sixlaus ce produit on suppose que deux*des n 
facteurs, par exemple x^ et x^^ soient inégaux, on pourra 
le rendre plus grand en i^mplaçant chacun de ces deux 

facteurs par le nombre fi^t^' (VP Partie, VI, CorolL), 

ce qui ne changera pas la somme des n facteurs. 

Il suit donc de là que le maximum du produit en ques- 
tion a lieu pour 

a 

a?| i—^ X^ SZï X\ SïS , , . Z-J. Xf^ Z^ — • 

n 

Donc... 

Corollaire. — /7ii, /tzi, mj,. . ., m„ étant n nombres 
positifs qui ne sont pas tous égaux entre eux, on a 



^ /w, -f- m , -4- *7Î3 •+• . . . -<- m„\ ' 
car dans chacun des deux produits 

/w, -4- /Wj H- /W3 -h . . . H- w.y 
m,m3/7t3. . ./»„, I : I 



» 



» 
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la somme de» n facteurs est la même, et dans le second 
les n facteurs sont égaux. 
L^ inégalité précédente donne 

m, -f. ;wj _^ /;ig «^ , . . -f. /n^ 

et dans cette dernière inégalité, le premier membre et le 
second membre sont respectivement appelés la moyenne 
géométrique et la moyenne arithmétique entre les 
n nombres m^ , m^ , m.^ 9 • • • 9 "^n* 

« 

xni. 

Parmi tous les triangles de même périmètre, quel est le 

plus grand en surface? 

[Ftic, des Se. de Poitiers,) 

Solution. — Désignons par ap le périmètre commun 
de tous les triangles considérés, par x^j^ z les trois côtés 
de l'un d'eux, et par S la surface de ce triangle. 

On sait que Ton a 

S* =/?(/? — a:) (p—^) [p — z), 

et par conséquent la surface S est la plus grande possible 
quand le produit 

est maximum. 

Or, comme dans ce produit la somme des trois facteurs 
p — x^ p — y et p — Zj c'est-à-dire 3p — (x +j^ -h z), 
est constamment égale à /?, pour tous les triangles con- 
sidérés, il s'ensuit que son maximum a lieu quand on a 

' c'est-à-dire 

Ainsi, paimi tous les triangles de même périmètre, le 
plus grand en surface est celui qui est équilatéral. 

Cette propriété pourrait être présentée comme corol- 
laire de la proposition établie au n° VI (VP Partie). 
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Car, d'après cette proposition, si Ton suppose un 
triangle dont les trois côtés soient les trois longueurs a, 
b^ Cy les deux dernières étant inégales, on peut immé- 
diatement en construire un second de même périmètre et 
de surface plus grande, en lui donnant pour côtés les trois 
longueurs 

XIV. 

Inscrire dans une sphère donnée le cône circulaire droit 

de surface totale maximum. 

(Fac. des Se, de Poitiers.) (*) 

Solution, — Soit R le rayon delà sphère. 
Considérons un demi-grand cercle ACBde cette sphère, 




et dans ce demi*grand cercle une corde AC partant de 
Tune de ses extrémités. 

Du point C abaissons la droite CD perpendiculaire sur 
le diamètre AB. 

En même temps que le demi-cercle ACB tournant au- 
tour de son diamètre AB engendre la sphère, le triangle 



(*) La Rei'ue de l'Instruction publique ailnscrii cette question au nombre 
de celles qui ont été proposées par la Faculté des Sciences de Poitiers : 
cependant, à cause de la difficulté qu'elle peut présenter communément 
aux candidats au grade de bachelier es sciences, nous doutons de l'exac- 
titude des. renseignements de la Revue à cet égard. En traitant ici cette 
question, oVst peut^tre pour la première fois qu'elle se trouve exposée 
d'une manière tout à fait élémentaire. 
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rectangle ACD engendre un cône circulaire droit inscrit 
dans cette sphère, et en désignant les longueurs CD et AC 
respectivement par x et y^ la surface totale de ce cône est 
égale à TT (x* + ocy) . 

Il s'agit donc de déterminer le maximum de la quantité 

Pour cela, joignons le point C au point B, et si Ton 
observe que le double de la surface du trianglp rectangle 
ABCest égale à chacun desdeux produits AB. CD, AC.BC, 
il vient Tégalité 

ab.cd = ac.bc(=ac.vâb'— Â(i/ 

qui se transforme immédiatement en Véquation 



de laquelle on tire 

jrH4R'-r') 

""- — w — ' ^ 

"•^= iR ' 

et, par conséquent, 

Maintenant, si l'on désigne par z le radical V4R* — J^i 
ce qui donne 

/» = 4R» — 2» = (aR -h z) (2R ^ z), 

il vient 

z(2R-|-2y(2R — 2) 

d'où il suit que la recherche du maximum de x* 4- ^ 
revient à chercher celui du produit 

qui peut évidemment, dans cette recherche, être rem- 
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placé par le sui v a n t 

(i) ^^1""^^ "J •(^^ — ^)' 

X et X' élant deux nombres quelconques positifs ou néga- 
tifs. Cela posé, si Ton choisit les deux nombres X, X' de 
manière qu'on ait 

(a) X-hV — i=so, 

et aussi de telle sorte que, substitués dans les deux équa- 
tions 

(3) kz = • = 2R-'Z, 

ils donnent la même valeur z^ pour 2: ('*'), on aura, dans 
le produit (i), pour toute valeur de z, 

X« -f- V(2R -+. a) -+- (2R — z} = (V ^- i)2R, 

c'iest-à-dire que, dans ce produit, la sonime des quatre 
facteurs 

2 2 

sera constante, et de plus, pour z = Zi, on aura égalité 
entre ces quatre facteurs. 

La valeur z = Zi rendra donc alors le produit (i) 
maximum. 

Pour déterminer cette valeur de 2, des équations (3) 
on tire 



X = ^^IZf, r = ^LZLll, 



z 2R-f-Z 

et portant ces deux valeurs de X et X' dans l'équation (2), 
il vient, toutes réductions faites, Téquation 

22^ — Rz 2R^ = 



C* ) Les deux nombres X, X' choisis comme on le dit ici, et la valeur z^ 
deZy forment alors la solution du système des trois équations (3) et (3) 
aux trois inconnues X, X'^ s. 



x" 
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qui donne 
et, par suite, 

J = j v'46 — a v'î? > 

_/'2?_ R'(i9o + i4v/T^) 
~4R'~ 256 ' 

Telles sont les valeurs qui correspondent au cône de 
surface totale maximum. 

XV. 

n nombres positifs Xi, Xg, a:8r**) x„ étant supposés va- 
riables, et leur produit étant constamment égal à un nom- 
bre donné a, la somme de ces n nombres variables est 
minimum lorsqu'ils sont tous égaux. 

Démonstration. — D'abord lorsque les n nombres jTi, 
^1) ^89 • • • 9 ^n sont tous égaux, on a 

n n n ^ n 

J?l — Xj — JTj — i. . . • — Xq — A, 

c'est-à-dire 

J?i = Xi ^^ X^ ^12 ... :=z Xjn ^^ Y ^ î 

et, par conséquent, 

Xi -+• X2 H— x^"^ , • • -{- «Pn .s= nu a» 

Supposons, maintenant, que les n nombres en ques- 
tion ne soient pas tous égaux, et que, ayant formé leur 
somme^S, on ait 

On sait (VP Partie, XII) que le plus grand produit 
susceptible d'être formé avec n nombres positifs variables 
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dont la somme égale constamment S> est I - | 9 et comme 

S — 
on a - <[ v^ûj ce plus grand produit est moindre que a. 
n 

Il suit de là que les deux relations 

X I «Tj X^ • • • Xf^ m O J 

ne peuvent pas avoir lieu simultanément. 
Donc, elp. 

XVI. 

Deux nombres positifs j? et y étant supposés variables, 
et leur somme étanf constamment égale à un nombre 
donné a, le produit de ces deux nombres variables élevés 
respectivement aux deux puissances entières et positives 
m et /ï, est maximum lorsqu'on a 

X Y 

^ ' ' m n 

Démonstration. — La recherche du maximum de 0:"*^^" 
revient à chercher le maximum de 



m'^n'* 



ou, ce qui revient au même, de 



5)- (f : 



et comme dans ce produit la somme des m + n facteurs 
égale x-hy [ = m' — hw--|ï c'est-à-dire a, son maxi- 
mum a lieu, comme on sait (VP Partie, XII), pour 

m n 
Donc, etc. 

Scolie, — L'égalité (i) étant supposée avoir lieu, on 



r 
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en tire 



X y X 4-^ a 

— _ . ^ 



m n m~^ n m-^n 

et, par conséquent, 

am ' an 

x = ; — , X 



La- valeur maximum du produit a:"*j^" est donc 

am \'^ f an \" 
m-i- nj \m -h « / 

Corollaire, — Les mêmes choses étant posées que pré- 
cédemment, si l'on désigne par p el q deux nombres en-, 
tiers positifs, le produit 

(2) v^ï".V7" 

est jQOLaximum lorsqu'on a 

^ ^ y ■ 

p • — — • — . 
m n 

Car la théorie du calcul des radicaux donne 

d^où il suit que le produit (a) est maximum lorsque le 
produit otf'iy^v l'est, c'est-à-dire lorsqu'on a 

mq np 

OU, ce qui revient au même, 

X y 

m n 

Cette dernière égalité étant supposée avoir lieu, il 

vient 

X y X -\- y a 

mq np mq -|- np mq -f- np 
et,' par conséquent, 



amq anp 

x= —5 7 = 



mq -f- np mq 4- np 



23 
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La valeur maximum du produit (a) est donc 



v/û^"- v^(; 



anp 



niq -h np 



xvn. 



Parmi tous les triangles isocèles que Ton peut inscrire 

• ans un cercle donné, quel est celui dont la surface est 

• - {.lus grande? 

{Fac. des Se, de Poitiers.) 

Solution. — Désignons par ax la base du triangle îso- 
î clc, et parj^ sa hauteur: il faut chercher le maximum de 
X) , ou, ce qui revient au même, de x'/*. 

SoîtR le rayon du cercle donné, on a 

J .311 



e\ 


: ronime 












(2R- 


-/)+J 


= une constante. 


It 


iii'jximum cherché a 1Î€U 


pour 








I 


y y 

= 3' 


d 


où 1 Oil 


tire 


y - 


35, 

2 



cfî qui indique que le triangle isocèle maximum est le 
ij ;ar»glti équilatéral. 

Sro/îe, — La solution de ce problème pourrait ôtre 
îMf'îo comme conséquence immédiate du théorètne 
• j:iî :. 

'•:'t':^Tme, — De tous les triangles que l'on peut în- 
dcins un cercle donné, celui dont la surface est la 
^r..;i (le est le triangle équilatéral. 
llm^nstration, — ABC étant un triangle inscrit dans 
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le cercle donné, je dis que 9l ce trUngle a deux c6tés iné- 
gaux, par exemple AC^BC, on peut inscrire dans le 




même cercle un second triangle dont la surface soit plus 
grande que celle du premier. 

En effet, on voit très-<facilement que de tous les points 
d'un arc de cercle, le plus éloigné de sa corde' est le point 
milieu de cet arc, et que, par conséquent, des deux trian- 
gles qui ont pour base commune la corde A6 et pour som- 
mets, le premier le point G, le second le point D milieu de 
Tare ACB, ce dernier est celui qui a la plus grande hau- 
teur, ou, ce qui revient au même, la plus grande surface. 

Il suit de là que de tous les triangles que Ton peut in- 
scrire dans un cercle donné, celui dont la surface est la 
plus grande est celui qui n'a pas deux côtés inégaux, 
c'est-à-dire que c'est le triangle équîlaléral. 

xvin. 

Inscrire dans un cercle le triangle isocèle de surface 
maximum. 

Solution. — Soit R le rayon du cercle. 

Supposons qu'on ait inscrit un triangle isocèle quel- 
conque dans ce cercle, et désignons par 2 x sa base, et par 
y sa hauteur. 

La surface de ce triangle est égale au produit xj^ et 
par conséquent il faut chercher le maximum de ce pro' 
duit, ou, ce qui revient au même, de son carré x^j^. 

On sait que la moitié de la corde ix est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments du diamètre perpen- 

23. 
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diciilaire sur cette corde, lesquels ont pour valeurs y et 

aR — /. 
On a donc 

d'où 

et comrae la somme j + (aR — y) est toujours la même 
pour tous les triangles isocèles inscrits dans le cercle 
de rayon R, on conclut de là (VP Partie, XVI) que le 
maximum de x*j' a lieu pour 

3"" I "" 3-f-i 2' 

c'est-à-dire pour 

%^ 

Par isuite, on a 

Celte valeur de x, comme celle de j, montre que le 
triangle isocèle de surface maximum inscrit dans un cer- 
cle est le triangle équilatéral. 

XIX. 

Inscrire dans une sphère le cône de surface latérale 
ma:îcimum. 

Solution. — Soit R le rayon de la sphère. 

Supposons qu'on ait inscrit un cône quelconque dans 
celte sphère, et désignons par x le rayon de sa base, par j^ 
son côté et par zsa hauteur. 

La surface latérale de ce cône est égale au produit Tra:^', 
et, par conséquent, il faut chercher le maximum de xy 
ou, ce qui revient au même, de x*y*. 

On a ? 

; :r'=r2(2R-z), 



MIXIMA. ET MIMMA. 33^ 

' d'où l'on déduit 

et, par suite, 

D'après le théorème du n® XVI (VP Partie), cette der- 
nière équation montre que le maximum cherché a lieu 

pour 

X^ _ 4R^ — y^ __ 4R^ 
2 I . 3 

c'est-à-dire pour 

La valeur de x correspondante à celte valeur de y est 

2R .- 

XX. 

Le produit de deux nombres positifs variables x elj 
élevés respectivement aux puissances entières et positives 
m et n étant supposé constamment égal à un nombre 
donné ^, la somme de ces deux nombres est minimum 
lorsqu'on a 

m n 
Démonstration. — Car l'égalité constante 

4p^ j" = à 
peut être remplacée par Ja suivante 

\m ) \n) m'"n^' 
et, par suite (VP Partie, XV), le minimum de la somme 

des m-^ n facteurs du produit ( — ) ( " ) > c'est-à-dire de 
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la somme x +JK5 a lieu pour 



m n 



Scolie, — La relation (i) étant supposée avoir lieu, on a 

m n y \mj \n) y.m"'n'* iw + zi^ 

et, par conséquent, le minimum de la somme x -Hy est 



(m -f- 






Le produit des racines d'indices p et q [p elq sont deux 
nombres entiers positifs) de deux nombres positifs varia- 
bles j: et^ élevés respectivement aux puissances entières 
et positives m et n, étant supposé constamment égal à un 
nombre donné a, la somme de ces deux nombres est mi- 
ninium lorsqu'on a 

.r Y 

(,) p =9.-. 

Démonstration. — Car, à cause des égalités 

la relation constante 

peut être remplacée par la suivante, 

et, par suite (VP Partie, XX), le minimum de la sommç 

x-hj Si lieu pour 

X y 



c'est-à-dire pour 



mq np 



p — = 17.-. 

m n 
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ScoUe. — La relation (i) étant supposée avoir lieu, on a 



r '^■^"P/ i ^ \»«î / Y X^P . "»^"''/ aP'i 






inq np y \ffiq j Xf'P / V (fnq f"9 .(np^P 

et, par conséquent, le minimum de la somme x -hy est 



(/'/^l 



«^ 



xxn 



X et y étant deux nombres positifs variables assujettis 
à vérifier constamment l'égalité 

dans laquelle a^b^c^ ol^^ désignent des nombres positifs, 
les trois premiers quelconques et les deux derniers en- 
tiers, le produit de ces deux nombres variables élevés 
respectivement aux puissances entières et positives m et n 
est maximum lorsqu'on a 

(0 «•-z- = P- 



m n 



Démonstration. — Représentons les quantités ax^^ by^ 
respectivement par x^ et j^i. 

La recherche du maximum Je Jtr** y^ revient à cher- 
cher le maximum de 

et comme on a 

la recherche de ce dernier maximum revient à déter- 
miner celui de x"''^, .y""» lequel a lieu, comme on sait 
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(VP Partie, XVI), pour 

^x _ y\ 

/Tïp net 
ou, ce qui revient au même, pour 

a. — = P* — • 
m ' /i 

Donc, etc. 

Scolie. — L'égalité (i) étant supposée avoir lieu, on 

en tire 

ax^ by^ _ ax'^ H- b'y^ c 

mp na, mp-\-na. m^-i^na. 

et, par conséquent, 






c/za 



^(/wP + /2a) 

La valeur maximum du produit x'^j"" est donc 



Corollaire. — Les mêmes choses étant posées que pré- 
cédemment, si l'on désigne par p et q deux nombres en- 
tiers positifs, le. produit 

est maximum lorsqu'on a 

m n 

Car la théorie du calcul des radicaux donne 

^ï« y/ ^«r^ ^Ijl^l ^y^P = ^yâFij^^ 

ce qui indique que le produit (2) est maximum lorsque 
le produit af'jyp l'est, c'est-à-dire lorsqu'on a 

a. — =S.^, 
mq *' np 
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OU, ce qui revient au même, 



p a . = y p . 



ax"^ 



m n 



Celle dernière égalilé étant supposée avoir lieu, il 
vient 

mq^ npoi mqp-\-npa mq^-\' npoL 
et, par conséquent, 






cnpoL 



b(mq^ -+- npa.) 

La valeur maximum du produit (2) est donc 

V \_a[mq^^npc^)\ \ yb{mq^ -^ npa:)\ * 

xxm. 

• 
Le produit de deux nombres positifs variables a: et j" 
élevés respectivement aux puissances entières et positives 
m Ql n étant supposé constamment égal à un nombre 
donné c, la quantité 

ax^ H- by^, 

dans laquelle «, b^ a, j3 désignent des nombres positifs, 
les deux premiers quelconques et les deux autres entiers, 
est minimum lorsqu'on a 



ax"^ ^ by^ 



.a 



(0 « — = P 



m n 



Démonstration. — Car l'égalité constante x'^j'* = c 
peut être remplacée par la suivante : 

et, par suite (VP Partie, XXI), le minimum de la somme 
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ax^ -f- hy^ a lieu pour 



ax^ 



m n 



Donc, etc. 

ScoUe, — La relation (i) étant supposée avoir lieu, 
on a 

"""«7"" Y \^/ \^y 



m/3 









et, par conséquent, la valeur minimum de la quantité 

ax^ -f- bj^ est 



m/3 5^ 

(/wS-|-/ia) \/ --5 



/3 
na. 



XSIV. 



a, &, m et n étant des nombres positifs, le» àevLX pre- 
miers quelconques et les deux autres entiers, on demande 
quel est le minimum de la quantité 

b 



dans laquelle x désigne un nombre variable pouvant re- 
cevoir des valeurs positives quelconques, et aucune autre. 

Solution. — Si Ton représente - par j, cette quantité 
peut s'écrire sous la forme 

et comme on a constamment, pour toute valeur de x, 

xy=zl, 

le théorème du n** XXIII (VP Partie) permet de conclure 
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immédiatement que le minimum demandé a lieu pour 
c'est-à-dire pour 



max^ = 



nb 
Cette dernière équation donne 



_(i) 



b 



n m m ^ n 

ma 



et, par conséquent, 



b , m^nr;n^* 

Tel est le minimum demandé. 

XXV. 

Le produit des racines d'indices p ei q [p ex. q sont 
deux nombres entiers ppsitifs) de deux nombres positifs 
variables x et y élevés respectivement aux puissances 
entières et positives m ei n étant supposé constamment 
égal à un nombre donné c, la quantité 

dans laquelle a, A, a, P désignent des nombres positifs, 
les deux premiers quelconques et les deux autres entiers, 
est minimum lorsqu'on a 

(l) pa^^^rrzq^^^^. 

m ^ n 

Démonstration. — Car l'égalité constante 
peut être remplacée par la suivante : 
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et, par suite (VP Partie, XXIII), le minimum de la quan- 
tité ax^ -f- hy^ a lieu pour 

m ^ n 

Donc, etc. 

Scolie. — La relation (i) étant supposée avoir lieu, 
on a 

w<7p npcL Y \mq^J \npaLj 



fnqP npa 






'"^^^"^«.c/'^^iS ax'^'^by^ 



et, par conséquent, la 'valeur minimum de la quantité 
ax^ -f- by^ est 

Obsen^ation. -^ Les théorèmes des n°' XVI, XX, 
XXI, XXII, XXIII, XXV. peuvent être étendus facile- 
ment au cas où, au lieu de deux nombres positifs va- 
riables X eiy^ on en considère un plus grand nombre. 

XXVI. 

a, i, a\ b'y m et m' étant des nombres positifs, les 
quatre premiers quelconques et les deux autres entiers, 
si l'on désigne par a: un nombre variable pouvant prendre 
successivement et indéfiniment toutes les valeurs com- 
prises entre les limites — -7 et jy) et aucune autre, 

l'équation 

b'ya^bx) _ b[a'-'b'x) 
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est vérifiée par Tune de ces valeurs, et le produit 

(2) {a-hbx)'"(a'—b'a:)'»' 

est maximum lorsque cette équation se trouve ainsi vé- 
rifiée. 

Démonstration, — i*^ Soit a la valeur de x tirée de 
réquation (i). 

On a 

rhba' — m' ah' 

"^ {m-^m')bb'' 

et, par suite, 

, m(ab''hba') 
û -H 6a = -7 7777" J> o* 

La quantité a^ha, étant positive, l'équation (i) in- 
dique immédiatement qu'il en est de même delà quantité 
a* — i'a, et les deux inégalités 

a-\-baL^Q, a! — b'oL^o 
donnent 

2° Le nombre x variant entre les limites — -7 etr;' 

o o 

les deux quantités a 4- bx^ a' — b'x sont deux nombres 
variables constamment positifs^ et par conséquent, pour 
que la seconde partie du théorème soit démontrée, il 
suffit de faire voir que, dans Thypothèse où ces deux 
quantités, par suite de variations arbitraires du nombre x, 
varient de toutes les manières possibles, en restant tou- 
jours positives, le produit (2) est maximum pour j: = a. 
Or, dans cette hypothèse, si l'on représente par X cl V 
deux nombres positifs quelconques donnant, pour toute 
valeur de x, 

\[a^-bx)-\-V[a'^b'x)z^\a^Va\ 

c'est-à-dire 

•kb — Vb'^o. 
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on voit immédiatement, d'après un théorème déjà éta-bli 
(VP Partie, XXII), que le produit (a) est maximum 
lorsqu'on a 

m m' ' 

c'est-à-dire (à cause de Ib = X'i') 

b'(a-^bx) _ô{û'— 6'x) 



m /n' 



Donc, etc. 
Scolie, — On a 

b'(a^ba) _ b{a'-^b'oL) _ ab'-\'ba' 

et, par conséquent, 

, , m[ab''\'ba*) , ,, m*(ab'-^ba') 

^ (m-hiîi')^' (/w + w')^ 

La valeur maximum du produit (2) est donc 

{m 4- m' )*+"•'. ^'«' A'" ' 

Observation. — Le théorème précédent peut être 
étendu très-facilement au cas où dans le produit (a) on 
considère un plus grand nombre de facteurs de chacune 
des deux formes a -H bXj a! — Vxy les facteurs de la se- 
conde forme pouvant n'être pas en même nombre que 
ceux de la première. 

XXVH. 

V 

Si Ton désigne par aj, a,, aj,..., a„, ij , i,, 
^ay • • • » bj^^2.n nombres quelconques positifs ou néga- 
tifs, et respectivement par Â, B, C les sommes 

b\^h\-^b\^.,.-^bU 
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on a 
ou bien 



AB > C\ 



selon que les rapports 



Al Ûi «3 «« 

bt bj b^ * bn 

sont ou ne sont pas tous égaux entre eux. 
Démonstration. — Car on a^ l'identité 

AB=C*+(«,*,— *iflO'-V-(«. ^3— ^i«a )'+•••-+-{«! ^«—^i<ï«)' 

et, par conséquent, il vient 

AB = C^ 

ou bien 

AB > es 

selon que toutes les égalités 

fli^î = ^i«î> fl,6j = ^,«3, . . . , a,^„ = ^,fl„, 

* •••••••••••«••«••.■••••••••••••«.••• • . 

qui reviennent aux suivantes 

ô, ô, bn 

ont lieu ou n'ont pas lien. 

Donc, etc. 

Corollaire. — Lorsque les n nombres aj, a^, as , . . . , 
On, ne sont pas tous égaux entre eux, et que Ton a 

le théorème précédent donne 

n[a\ '\- a\ -^ a\ -{- , , ,-^ al)^ [a, -\- n^-\- n, -\- , . .-f-/7«)', 
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et, par conséquent, 



a] -^al-^a] 



>l -. j 



n 
Lorsque ^i =: a^ = as = . . . = a„, on a 

xxvm. 

Parmi tous les parallélipipèdes rectangles de même 
surface a', quel est celui qui a la plus petite diagonale (*). 

Solution. — Désignons par ar, j^, 'z les trois arêtes 
d'un parallélipipède rectangle quelconque de surface a*, 
et par D sa diagonale. 

On a 

( I ) Jr j -f- xs -f- JZ r= - fl% 

D^ = x^ -\-y'' -f- z% 

et si dans la relation, objet du théorème XXVII 
(VP Partie), on pose 

il vient 

(a72-i-/'-f- z^)'= ou ^(^/H-a:z-h jz)% é 

c'est-à-dire 



D» = ou > - «% 

2 



selon que les rapports 



T. z y 

— 1 •"> — 
.X a: z 



sont ou ne sont pas tous égaux entre eux. 



( '^ ) On sait que dans tout parallélipipède rectangle les qnatre diago- 
nales sont égales ; c'est pourquoi nous parlons ici comme si un tel paral- 
lélipipède n'avait qu'une diagonale. 



D'après cette dernière relation, on voit qoe le mini- 
mum de D a lieu pour 

«_ 2 X ijtidzZ — 

c'est-à-dire pour 

et dans ce cas Téquation (i) donne 

Le parallélipipède demandé est donc le cube dont 
Tarète égale ^ ^6. 

Scolie, — Les mêmes choses étant posées que ci- 
dessus, comme on a 

on en conclut que le minimum de x -\rj 4- 2 a lieu 
lorsque D est minimum, et réciproquement. 



Parmi tous les parallélipipèdes rectangles de même 
diagonale D, quel est celui qui a la plus grande surface? 

Solution. — Désignons par a:, j^, z les trois arêtes 
d'un parallélipipède rectangle quelconque de diagonale D, 
et par a S sa surface. 

On a 

et de plus, comme dans le problème précédent, 
[xy + xz -+-yzy = ou < (x' +y* 4. z»)% 

•c'est-à-dire 

S=ou<D% ^ 

24 
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selon que les rapports 



x z X 
— > — » — 
jr JC z 



sont ou ne sont pas tous égaux entre eux. 

D'après cette dernière relation, on v(Ht que le ma)â- 
mum de S a lieu pour 



■ • 



jr X z y'\'X-\-Z 

c'est-à-dire pour 

et, dans ce cas, Téquation (i) donne 

Le parallélipipède demandé est donc le cube dont 
l'arête égale ^ v^. 



A, a,, Ot, . . . , a„, «1, oEi, • . * , «„ étant a/i -f- 1 nombres 
positifs ou négatifs, etXi, Xi, • • . , jTa, ti nombres variables 
pouTant recevoir des valeurs quelconques positives ou 
négatives, si ou a constamment la relation 

a\x\'^a\x\-\-. . . + £i,^ar* = A», 

» 

la valeur absolue de la somme 



est maximum lorsque les équations 

(2) = = ... = 

se trouvent vérifiées. 

Démonstration. — Car, d'après le théorème XXVII 
(VI^ Partie), selon que les équations (2) se trouvent ou 
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ne se trouvent pas vérifiées, on a - • ^ 

c'est-à-dire 

Donc, etc. 

ScoUe. — Lorsque les équations (a) se trouvent véri- 
fiées, le maximum de la valeur absolue de la somme (i) 
est 

XXXI. 

A, oLiy âCtv • •) 0En9 ^19 ^iv • *9 ^n étant âft -f- 1 nombres 
positifs ou négatifs, et <x«, j:t, • . ^ , ;r„ /» nombres variables 
pouvant recevoir des valeurs quelconques posiuves. ou 
négatives, si on a constamment la relation 

la somme 

(i) a]x]-ha\x\'\-.,.-^alxl \ 

est minimum lorsque les équations 

. V a\xx a\x^ u^Xn 

(2) -i— = =...= -2— 

se trouvent vérifiées. 

Démamtration. •— Car, diaprés le théorème X.XVII 
(VP Partie), selon que les équations [1) se trouvent ou 
ne se trouvent pas vérifiées, on a 

(«î*î + «!x; +...+ «>;:) (^ + îl +,. .-I- ^) 

= ou > («1 JP, Hr K,jr« r^ . . . ^ «»-»?„)', 
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c'esl-à-dîre 



flJj:J-f-tf;x;+,..-f-aJdP*=: ou > 



Donc, etc. 

Scolie. — Lorsque les équations (a) se trouvent vé- 
riGées, le minimum de la somme (i) est 






a> h^ Cy a'y b\ c', a^\ i", c'' étant des nombres positifs 
ou négatifs, et Xjjy deux nombres variables pouvant rece- 
voir des valeurs quelconques positives ou liégatives, on 
demande quel est le minimum de la somme 

Solution, — Désignons respectivement par P, P', P" 
les trois trinômes 

ax-^by-hCy a'ar 4-^'jr + c^, a'^ x -h b*y -i- c^ , 

et par X, X', jJ' trois nombres quelconques positifs ou né- 
gatifs, satisfaisant aux relations 

'^^ I \b'^yb'-^Vb''=<K 

On a constamment, pour toutes les valeurs deâ? et dej^, 

(3) XP4-VP'+rP" = >c4-\V4-W, 

et, par conséquent, d*après le théorème XXXI (VI® Par- 
tie), la somme (i) est minimum lorsque les équations 

p ^ p/ ^ p/r 

se trouvent vérifiées. 
Ces dernières équations étant supposées avoir lieu, 
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elles donnent, en ayant égard à la relation (3), 

^p _ vp^ __ yp'' _ ^g H" >v -4- y'c" 
V "" y^ "" 1/^ ^ x»-+-v»H-r» ' 

pj p'2 p'/> p7 ^ p'a _|_ ^»i 



V X'» V^ X» 4- X'» -H X"» 
et, par suite, il vient 

p» 4- p'3 -I- P'^» /Xc-+-Vc'-4-X"c" 



P^'_ /Xc- 
X''' ~ \ X» 



V 4- X'» 4- X''' \ X» 4- X'« -+- X"' 
c'est-à-dire 

p. + F.^p-.- (>cH-Yr-4.X-r^); 
^ X»4-V^ + X"» 

Maintenant, si Ton observe que cette valeur de 

pï-f.p'2^P"2 

peut s'écrire sous la forme 

(f)'-^(p)'-^' 

et que les relations (2) donnent 



> r7/ = — TT r— r> 



X'' ab'^ba' ' V' aô'— 6«' 
on en conclut que Ton a 

Tqlle est la valeur minimum de la somme (i)« 
Scolie, — La méthode de solution que nous venons 
d^employer pour la question précédente peut s appliquer 
à la recherche du minimum d'une somme de n + 1 carrés 
de fonctions entières et du premier degré de n nombres 
variables, n étant un nombre entier quelconque aussi 
grand que l'on veut. 
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NOTE 

RELATIVE AUX QUESTIONS DE MAXIBIUM ET DE MNIMUM 
QUI PEUVENT SE RÉSOUDRE PAR LES ÉQUATIONS DU 
SECOND DEGRÉ (*). 



. DEFINITIONS. 

On appelle THi'iable une quantité x qui, entrant dans une 
expression algébrique, peut recevoir différentes valeurs^ soit 
positives, soit négatives, que nous supposerons ici toujours 
réelles. 

L'expression algébrique qui renferme cette variable se nomme 
/onction de la variable. 

Lorsque la fonction est d'un degré supérieur au premier, il 
peut arriver que les valeurs de la fonction qui correspondent à 
une valeur réelle de la yariable soient comprises entre deux 
limites au delà desquelles x devient imaginaire; dans ce cas on 
appelle maximum et minimum la plus grande et la plus petite 
valeur que l'on peut attribuer à la fonction. 

Quelquefois les valeurs de la fonction qui correspondent à 
une valeur réelle de x forment plusieurs séries séparées entre elles 
par des valeurs de la fonction qui rendent x imaginaire » dans 
ce cas, la plus grande et la plus petite valeur de chacune de ces 
séries est un maximum et un minimum de la fonction relative- 
ment à la série. 

Lorsque x est réel pour toutes les valeurs attribuées à la 
fonction, cette dernière n'a ni maximum ni minimum. 

Le but de cette théorie est de faire connaître si une expres- 
sion algébrique du second degré a un maximum ou un mini^ 
mum» et» s'il existe^ d'en déterminer la valeur. 

Supposons donc que nous ayons une expre^ion du second 

C* ) Cette Note m'a été fournie par le R. P. L. Claude, de notre Compa- 
gnie, et je pense qu'elle ne sera pas inutile aux élèves des cours élémen- 
taires de Mathématiques. 



HOTE. 373 

degré en jt. Si nonsreprétiPDtgns par y ta valeur îneonnue du 
maximum ou du minimum que nous cherchons, nous aurons 
une équation du second degré en x^ qui, étant résolue par rap- 
port à cette variable, renfermera sous le radical la quantité y ; 
pour déterminer cette quantité nous n'aurons plus qu^à cher- 
cher entre quelles limites elle doit varier pour que la quantité 
sous le radical soit positive : ces limites seront les maximums 
ou les minimums demandés. 

y peut entrer sous le radical, soit au premier, soit au se- 
cond degré. 

De là deux cas que nous allons considérer successivement. 

premier cas. — y entre au premier degré sous le radical. 

La valeur de la variable sera alors de la forme 



a pouvant être positif ou négatif, examinons successivement 
chacune de ces. circonstances. 

i^ a est positif. 

Pour que X soit réel, le facteur y-^-p doit être positif; or, 
il le sera tant que nous aurons y^—p\ la fonction ne saurait 
donc avoir de maximum. Pour ^' <C -~ />> ^ H- /> est négatif; la 

L 

plus petite valeur que puisse recevoir j^ est donc — /? ou 9 

a 

c'est^-dire la valeur de y tirée de la quantité sous le radical 
égalée à zéro. 

2® a est négatif. 

Pour que x soit réel, il faut que le facteur y^p soit négatif; 
par conséquent le raisonnement précédent nous montre que la 

fonction n'a qu'un maximum, qui est encore — p ou • 

a 

Ainsi, en résumé, lorsque y n'entre qu^au premier degré 
sous le radical, la fonction n'a qu'un maximum ou un minimum 
(suivant que le coefficient de / est négatif ou positif) qui n'est 
autre que la valeur de y tirée de la quantité sous le radical 
égalée à zéro. 

Deuxième cas, — y entre au second degré sous le radical. 

Nous aurons alors 



x = A± ^ay *-+-^r-4-<^ = A±v^û(j'-f-/?r-+-y). 
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Si les racioes de réquatîon y'^-\' py-^-q z=:o sont imagi- 
naires, In quantité entre parenthèses est la somme de deax car- 
rés, et par conséquent essentiellement positive; donc, quelque 
valeur que nous donnions ky^ x sera réel ou imaginaire' sui- 
vant que a sera positif ou négatif; la fonction n'a donc ni maxi- 
mum ni minimum. 

La conclusion est la même si les racines sont réelles et égales 
puisqu'alors la quantité entre parenthèses est égale à un carré. 

Il n'y a doue qu'à examiner le cas où les racines sont réelles 
et inégales. Soient y' y y" les deux racines; et pour fixer les 
idées, soit y' <^ y" * La quantité sous le radical peut se mettre 
sous la forme a{^y — y') {y — ^")» û pouvant être positif ou 
négatif. Nous examinerons successivement ces deux cas. 

I® a est positif. 

Pour que x soit réel, il faut que le produit {y — y^){j — y") 
soit positif, et par conséquent que les facteurs/ — y'^y — y" 
soient de même signe. C'est ce qui arrive si nous prenons/ <[/' 
ou/^/'^, car dans le premier cas les deux facteurs sont né- 
gatifs, et positifs dans le second. Si nous donnons à / une va- 
leur comprise entre y' et y'\ le premier facteur sera négatif, le 
second positif, et x sera imaginaire. 

Il existe donc deux séries de valeurs de/ qui rendent x réel: 
la première peut décroître depuis yz=: y' jusqu'à /= — 00 ; 
elle a donc y' pour maximum et n'a pas de minimum. La se- 
conde peut croître depuis / = /^jusqu'à/ = 00 ; elle a donc/" 
pour minimum et n'a pas de maximum. 

2® a est négatif. 

Pour que x soit réel, le produit (/ — y') [y — /") doit être 
né(;atif, et par conséquent les facteurs/ — /',/ — y" doivent 
être de signes contraires. Le raisonnement précédent nous 
montre donc qu'il n'y a plus qu'une série de valeurs de / qui 
rendent x réel, et qu'elle a /' pour minimum et/" pour maxi- 
mum. 

Ainsi, en résumé, lorsque les racines du trinôjue sous le radi* 
caf égalé à zéro sont réelles et inégales, il y a toujours un maxi- 
mum et un minimum qui sont ces racines elles-mêmes. 
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